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刖 m 


数学分析是大学数学系的一门重要必修课，是学习其它数学 
课的基础。同时，也是理工科高等数学的主要组成部分。 

吉米多维奇著的《数学分析习题集》是一本国际知名的著作， 
它在中国有很大影响，早在上世纪五十年代，国内就出版了该书 
的中译本。安徽人民出 版社軔 译出版了新版的吉米多维奇《數学 
分析习題集》，以俄文第13版（最新版本）为基础，新版的习題集 
在原版的基础上增加了部分新題，共计有五千道习題，数量多，内 
容丰富，包括了数学分析的全部主题。部分习题难度较大，初学 
者不易解答。 • 为了给广大高校师生提供学习参考，戽安徽人民出 
版社的同志遨请，我们为新版的习題集作解答。本书可以作为学 
习数学分析过程中的参考用书。 

众所周知，学习数学，做练习題是一个很重要的环节。通过 
做练习題，可以巩固我们所学到的知识，加深我们对基础概念的 
理解，还可以提高我们的运算能力，逻辑推理能力，综合分析能 
力。所以，我们希望读者遇到问题一定要认真思考，努力找出自 
己的解答,不要轻易查抄本书的解答。 

廖良文编写了第一 、二、三、四及八 幸习題的解答，许宁编写 
了第六、七章习题的解答。本书的编写过程中，我们参考了国内 
的一些数学分析教科书及已有的题解，在许多方面得到了启发， 
谨对原书的作者表示感谢，在此，不再 一一 列出 。 •• 

本书自出版以来受到广大高校师生的高度肯定，深受读者喜 
爱，杨销不衰。此次再版，我们纠正了前一版中存在的个别错误， 
对版面进行了适当调整。在此对为此书付出辛勤劳动的各位老 
师表示深切的谢意！ 

由于我们水平有限，错误和缺点在所难免。欢迎读者批评指正。 


编者 
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第二章一元函数的微分学 

§ 1. 显函数的导数 

1. 导数的定义 

如果 X 及 A = x +& 为自变量的值，则差 
△ 3； = /(: + Ax) — fix) 

称作函数7 = /&)的增量 • 

表达式 :y = f ^ oc ) = lim ^ ① 

Ar-0 AJ 

若有意义，则称为导函数，而函数 / U ) 本身在此情况下称作可微 
分的 函数. 

导数 /( x ) 在几何上为函数: y = /( X )的图形在 I 点切线的 
斜率 [tarur = / ( jt )] •(图 6) 


图6 

2. 求解导数的基本规则 

如果 c 是常数且函数 

u = u(x) 9 v = v(x) = w(x ) 9 

都有导数，则 

(1) C =0 ； 

( 2 ) {cuY = cu, ; 

( 3 ) {u + v~vu) f = u +v —w ; 
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—g—ananrarCTygn^MgrT^t^ • 的 ^ r ■ I ■ I ... 

(4) (in/)’ = uv + vu ; 

(5) (^) 7 =^^(^0 )； 

(6) {u n V = nu^uin 为常数）； 

(7) 如果函数 : y = f(u) 及 m = cpix) 都有导函数，则 

/ / / 

y x = y uii 

3 . 基本公式 

设 : r 是自变数，则 

(1) Cr”)' = nrH(ri 为常 数 ). 

(2) (siar)’ = cosjt. 

(3) (cosj:)' =— siar. 

(4) (taar)' = ― 

cos x 

(5) (cotr)/ = - r^—. 

sin^x 

(6) (arcsiar) 7 = —~=l. 

(7) (arccosx), -— —— ... 

vl — x z 


(8) ( arctanr )'= 


l+V 


(9) ( arccotr )’ 


1+， 


(10) { a^Y = a s \ na(a > 0 ) 9 ( e J Y 


(11) (Io&jt)’ = (a > 0 ,且 a # 1); 


(lnx )，= 丄 (x>0). 

x 

(12) (shx)’ = chx. 

(13) (chx)’ = skr. 

(14) ( tkx )’ = 
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(15) (cthr)，= 

4. 单侧导数 


sh 2 x. 


表达式 /- ⑴ = lim /( 工十气)二迦 

Ar — 0 Aj ： 


及 A ⑴ =lim /( 工 + t )-/ ⑴ ， 

Ai -^ H ) AX 

分别称作函数 /(* r ) 在 r 点的左导函数或右导函数. 

导数 / Cr ) 的存在充要条件是 
f - ( x ) = /+ (or). 

5. 无穷导数 

如果在点工函数 f(x) 是连续的，且 

f(x + Ax)~ f(x) — 
lim x --- 1 -= oo, 

Ar -0 AX 

则称函数 /( x ) 在点 I 有无穷的导函数.在这种情况下函数 :V = 
fU) 的图形在点 x 的切线与 Oi 轴垂直. 

[821] 如果: r 由1变到1000,求出自变量 x 的增最 Ax 和函 
数3； = lgjr 的对应增量 

解 = 1000— 1 = 999， 

Ay = lglOOO — lgl = 3. 

【822】如果 : r 由 0. 01 变到 0. 001，求出自变量: r 的增量 Ax 
和函数 y = ^ 2 的对应增量△: y . 


解 Ar = 0. 001-0.01 =- 0. 009, 

△ 尸 0. 001 一 ool = 900 . 

【823】若 （1)7 = or +6; 

(2) y = ax 2 +&r + c ; 

(3) ：y = a ' 

变景 i 有增量&，求出增量 △: y . 

解 （1) Ay = [ a(x + zlr ) +b] — [ax ~\~b] 

— aAr . 





(2) = [aCr + Ax) 2 +6(:r +Ax) +C] — [or 2 +&r +C] 

二 (2a.r+6)Ar + a(^r) 2 . 


(3) = a^~a x =a x (a^-l). 

【 824 】 证明 ：（1) A [/( x ) 4 - g ( x )] = Af(x) + A ^( x )； 

(2) A [/( x ) g ( x )] = + Ar ) A /( x ) + /( x ) A ^( x ). 

证 （1) A [/( x )+^( x )] 

=[/(x + Ax ) + g ( a : + Ar )] — [/( x ) + 发(工)] 

=[/(x + Ax ) — /( x ) ] + [ g(x + Ax ) — g (:)] 

= A /( j :) 4 - A ^( x ). 

(2) △[/ Cr ) gCr )] 

=fU + ^ x ) g(x 4- ^ r ) - f ( x ) gU ) 

=[/(t + Ax ) — /( x )] g(x + Ax ) 

+ /(I)[《(I + Ax) —/?(•!*)] 

= A /( x ) • ^(x + Ax ) +/( x ) Ag ( x ). 

【 825 】 经过曲线 : y = : r 2 上的两个点 A (2,4) 及 A '(2 + &， 
4+ △: y ) 引出割线 AA ' ，求此割线的斜率，若 (1) Ax = l ;(2) & = 
0.1;(3)八2： = 0.01 ; (4)八2：为任意小.- 

已知曲线在点 A 上的切线的斜率等于多少？ 

解 割线 AV 的斜率为 

U = Q±^i^ = 4 + Ax ， ^ 

Ax 

(1)々 aa ' = 5， (2) k /^ = 4. 1， 

(3) = 4.01, (4) =4 + z \ r . • 

于是，在 A 点的切线斜率为 

k A = limkAA 0 = lim (4 + i!\r) = 4, 

A^A Ar -^0 

【 826 】 利用函数 y = x 3 将 Qr 轴上的线段1 <工< 1 +办映 
射到 Qy 轴上•求其平均的伸长系数•若 （1) h = 0.1； (2) h = 
0. 01；(3) k = 0 . 001，求出上述系数的值•’又当 : r = 1 时，伸长系数 
等于多少？ 

解 平均伸长系数为 
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( 1 +/ 0 3 -1 

h 


3 + 3 / 1 +/ 1 2 


(1) L = 3 + 3 • (0.1) + (0. 1) 2 = 3-31； 

C 2) L = 3 + 3 • (0.01) + (0.01) 2 = 3 - 0301； 

(3) L = 3 + 3 • ( O . OOl)-f (0.001) 2 = 3. 003001. 

于是，在点: r = l ， 伸长_系数为 

L | x =i = limL = lim (3 + 3 /i + A 2 > = 3_ 

【827】某点沿 Qr 轴运动的规律用下式 表示： 

10 f + 5 r 2 , 

其中（表时间（以秒 计); 表距离(以米计). 

求出在时间20 < £ < 20 +以内某点的平均运动速度，若: 
(1) 以=1;(2) A / = 0.1;(3) A / = 0.01 •计算此平均速度的值当 
/ = 20时其运动速度等于多少？ 

解 平均速度为 

-二 [10(20+ △/) +5(20 + 0 2 ] —「10 X 20+ 5 X 20 2 ] 
V — A / 

= 210 + 5A/, 

(1) 忑= 210 + 5 X 1 = 215( 米 / 秒)， 

(2) 忑= 210 + 5 X 0. 1 = 210. 5( 米 / 秒)， 

(3) ^ = 210 + 5 X 0.01 = 210. 05( 米 / 秒)， 

于是当 f = 20时运动@速度为 

^ lr - 2o = lim ^ = lim (210 + 5 A /) = 210( 米 / 秒) • 

【828】根据 t 数的&，直接求出以下函数的 导数: 


⑴ xM2)A(3) -,(4) ^ (5) (6) taar ； 


(7) cotr 


(8) arcsiar; (9) arccosxj(lO) arctanx. 
解 ⑴△: y _ (j + ax ) 2 - x 2 — 


Ax 


Ar 


2 x + Ax , 


于是 / 


Ar-0 AX 


Iim(2x + Ax) = 2x. 


(2) y 


lim ^ 


lim 


(x + Aj ： ) 3 -x 3 
ZVr 
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lim(3x 2 +3xAr +Ax 2 ) = 3x z . 


(3) y 


(4) y 


Ar^O /\X 


lim 


J + Ar 


t (or + lrXr 




lim ^ 

Ar-^O AX 


lim 


•r + Ax — J~x 


(5) y 


(6) y 


(7) y 


lim 

-0 


4^-0 Ax 


▲ ▲ 
+ Ax +v(r 2 Jx 


Cr>0) 


lim 


J + Ax — yfx 

Xx 


lim 


%/ (x + A.r) 2 + (x + Ax)x + 


lim 笋 

Ar -0 AX 


(x ^ 0). 


lim 

Ar ,0 


taa(x + Ax) 


tanr 


taar + tanAx — ta 
1 — taartanAr 

八 r 

jj m tanAxd + tan 2 x) 
Ax(l — tanrtanAr) 


taar 


1 + tan 2 x 
lim ^ = 

Ar-0 AX 


lim 


cot (: r + Ax) — cotr - 


At 


lim 


tanx — tan(x + Ax) 


sec 2 x 


tan^x 


taartan(jr +Aj:) 
=— csc 2 x ^ 


(8) 由三角函数公式有 

_ arcsin(x + Ax) — arcsiar 
Ax Ax 
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arcsin 


inr (: r + At) \/l— x 2 一 Vl — + • x 


Ar 


令 t = (x + Ax) >/1 — x 2 — >/\ — (x +Ax) z x, 

则当 Ar —0 时， Z —0. 从而 

馨 

y = lim ^ 

Ar-^O AX 

V arcsin/ (j: +Ar) y/\—lr — x >/1 — (j +Ar) 

=lim - • - ： - 

ai— o t Ar 


lim 


Cr +^ d - x ^- x ^ l-Cr + Ar ): 


^Ar[(x + 4r) /T^ + x 八1二 CrT^r) 2 —] 


lim 


(x +Ax) \/l — x 2 +x a/ 1 — (x + ^r) 2 


其中 


lim 

t^O 


arcsm/ 


lim 4 
u^o smw 


(9) 由三角函数公式，有 

Ly — arccos(x + Ax) 


arccosx 


Ax 


Ax 


arcsin 


infj \/l 二 (x + Zlr) 2 — (x+ Az) \/l —x 2 


ISx 


令 


x y/l~ (:r 不 Ax) 足一 (x + Ax) \/\— x 1 • 


则当 Ax 0 时，？ - ► 0. 于是 

y = lim ^ 

Ai—o Ax 


arcsin/ • x ^/\ — (j +Ar) 2 — (x+Ax) \/l 一 j 2 

lr - M ) / AX 
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arctan(x + Ax) — arctanx 


arctan 


Aj : 

1 +x(x +Ar) 

~~ Kr 


arCtan l+o：U + Ar) 

_ Ax _ 

1 +x(j: +Ax) 


1 +x(x+ zlr) 


于是 


lim ^ 

Ar^O AX 


arctan 


lim 


： an l+x(t + Aj) 
Ax 

1 + x(x Ax) 


1 +x(j: +Ax) 


1+， 

其中利用 Hm = 1. 

t ir^o tant/ 

【 829 】若 /Cr) = (x-l)U-2) 2 (x-3) 3 
求 /(l),/(2) ， /(3). 

解 fix) = (x- 2) 2 (x - 3) 3 + 2(x - l)Cr — 2)Cr 

-3) 3 

+ 3Cr —l)Cr_2) 2 (:c — 3) 2 
= 2(ar-2)Cr — 3) 2 (3:^ — llx + 9). 

于是 ./(l) = (—1) 2 (—2) 3 =-8, 

/(2) =/(3) =0. 

【 830 】 若 : /Cr) =:r 2 S inCr —2) ， 求 /(2). 

解 f (x) = 2a:sin(x — 2) +x 2 cos(x —2), 

于是 f (2) = 2 2 cosO = 4. 


【 831 】 fix) = x + (x— Darcsin 
解 法一： 


JTi 


，求/ "⑴ 
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所以 


/ (x) = 1 + arcsin 、 
/ 7 ( 1 ) = 1 + arcsin 


( x | x — \ 

1 + 1 2(o ： + l)7x 




i + 


法二:当 
Ao : 


1时 

X\ + ^r)-m) 


hx 


Ax + Axarcsin 

A.r 


- / I + At 
V2 + AO* 




于是 /( l ) 


1 + arcsin 


lim ^ = lim (1 + arcs 




1 + arcsin 


n 


i + 4. 


【832】若函数 / Or ) 在点 a 可微分，求 lim 


Xx)~f(a) 


x — a 


解 


x — a 


Ax ，则当: r -^ a 时， Ar — 0,于是 


lim 


( a :) — f (a) 


lim 


x — a 


(a + Ax ) — /( a ) 
Ax 


/( a ) 


【833】证 明:如 果函数 /(: r ) 可微分，且 n 为自然数，则 


limw[/(：r + j )—/(： r ) = f ix ) » 


① 


反之，如果对于函数 fix) 存在极限①，能否断定此函数有导数? 
研究狄利克雷函数的例子(参阅第一章，题 734). 


证 lim”[/(:r + + )-/(: r )] 

/( o ) 

= lim -:- 


lim 


(x + Zir )-/ Cr ) 

Ar 


fix). 


— 9 — 




反之, /(： r ) 不一定可导.例如，对于狄利赫列函数 
( (1 当 I 为有理数时 

X ^ — 10当: r 为无理数时 

在任一有理数点是不连续，当然在这些点也不可导.但当 I 为有理 


数时， H 亡仍为有理数，故 


从而 


尤(了 +士卜 X (: r ) = l — 1=0 (x ^ 

I . limn z ( ,r '^ ^) - 

利用导数表，求下列函数的导函数 (834 〜 843) 
【 834 】 y = 2+ x — x 2 , 

问 /(0);：/(|) ; ：/(1) ; ：/(_10) 等于多少？ 
解 y \ x ) = 1 — 2 j ， 


Cr 为有理数）, 


所以 


y(0) = l»y (y )= o, 

y \ l ) =- l ， y (-10) = 21. 


【 835 】 y = y 4- y — 2 x 

问: r 为何值时： 

§ 

( 1 ) y(x) = 0 ?( 2 ) y(x) 
解 y \ x ) = x 2 + x -2. 

(1) 由 yu ) = 0,得 

^-\-x-2 = 0 . 
解之得 i 2 或: 1; 

(2) 由: / Cr ) =—2,得 
x 2 4- = 0. 

解之得 X 二一 1 或 JT = 0, 

(3) 由 ：/ Cr ) = 10,得 

x 1 + x ~12 = 0. 

解之得 =— 4或 j : = 3. 

—— 10 — 


— 


2；(3) y \ x ) = 10. 
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【 836 】 y = a" -h 5a 3 x 2 —j: 5 . 
m y= 10a 3 x-5x J . 


【 837 】 


or + 6 
a +6 



【 838 】 y = {x — a、（x — b\ 

解 . y — (a- —6 ) + (t —a) = 2 j- — (a + 6). 

【 839】: y = Cr+l)(*r + 2) 2 (：r + 3) 3 . 

解 ：/ = (: r + 2) 2 Cr + 3) 3 +2Cr 十 l)(x + 2)(ar+3 ) 3 

+ 3(:r + l)Cr + 2) 2 Cr + 3 ) 2 
=(x + 2)(x + 3) 2 [(ar+2)(x + 3) 

+ 2(:r4-l)(x + 3)+3Cr+l)(x + 2)] 

= 2(x + 2)(x + 3) 2 (3x 2 + lix + 9). 

【 840 】 j ； = (xsina + cosa) (J-cosa — sina). 

解 y = sina(xcosa — sim) + (jrsina + cosa)cosa 
==j-sin 2 a + cos 2 o. 

【 841 】 y = (\ + /u* /n )(l -hrnx n ). 

解 y = /wu •昨 1 (1 + 町 ”） + (1 +nr m )w • 1 

=+， 1 + (w + m)， 4 ， 1 ]. 

【 842 】 3^- (l-x)(l-x 2 ) 2 (l-x 3 ) 3 . 

解 y =~(l-^) 2 (l-^) 3 -4r(l-x)(l-^)(l-^) 3 

-9x 2 (l-x)(l-x 2 ) 2 (l-x 3 ) 2 
=—(l-x 2 )(l-x 3 ) 2 (l-x) 2 (l + 6x+15x 2 +14x 3 ) 
—(l-ar) 5 (l+x)(l + 2 a：) • 

(1+4x + 7x 2 )(1+x + x 2 ) 2 . 

【 842.1 】 3 ;= (5 + 2x) l 0 (3-4^) 20 . 

解 y = 20(5 + 2j-) 9 (3 - Ax) 20 - 80(5 + 2ar) 10 (3 - 4x ) 19 
= 20(5 + 2x) 9 (3-4x ) 19 • [3-4x-4(5 +2a )] 
— 20(12x+17)(5+ 2x) 9 (3-4x) 19 . 

【 843 】 3 ； = 丄 + 4 + 4 k 

•T X L X 3 
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解 = ~ (? + ? + 5 ) (x ^ 0) - 


【 844 】证明 公式 : 


证 


( ax +6 \' 
\cx -\-d) 

( ax +6 \ 
\cx -\-d / 


a b 
’ _ \c d 


( cr+W 


(or +6) (cr +d) — (or +6)(cr dY 

(cr+rf) 2 • ~ 

a(cr +d) — {ax +6) • c 
(cx'Vd) 2 


a b 

__r_ d_ _ 


= ad —be _ 1 c d \ 
— (cx+d) 2 — (cr+rf) 2 

求下列函数的导数 (845 〜 871>. 


(cr+J^O) 


【 845 】 


解 y 


【 846 】 


一 2 x 

2(1-x 2 )-2x( - 2x) 


(1-x 2 ) 2 

(工关士 i ) 

_ 1 + j : — x 2 
一 1—:r +， 


■ 

A39 , 

解 y = 


2 

x +j- 2 


2(l — 2 ： r) 
( l-x + x 2 ) 2 ' 


【 847 】 


x) 2 (l+x) 3- 


(1 -:) 2 (1 +x) 3 - jT3(1-j*) 2 (1 + j) 2 - 2(1 一 *r)(l +x) 3 


( Ud + x ) 6 

鏖 

1 — X + 4x 2 f y 1 1 N 

=a—wa+J ±1X 

(2-x 2 )(2-x 3 ) 

尸. （1 -x 厂. 
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x^a-x)^ 
一 (l+:r) 2 — 


( 1 +x ) 2 

[/ > — ( 9 + 1 )^ — (p + 9 — l)-r 2 ] 


Cr 关 一 1) 


【851】 


+ A + 艿. 


解 y = 1+ i *^ + i ^ °"〉 0) . 


【852】）4 +古+会 

解 ^ =-(?+! *-r 




(x>0). 


|853 l 3 ^ = Yo ^ 




解 y = 

【854 】 j 


3 /— 


X Vx 
1 + x 2 . 


(x>0). 


解 / = yr+7"+ 


x 2 

TT 


l + 2x 2 

/ TT ? - 


【855】 3 ；= (1+ x ) /2 + ^ / 3 +^~. 


13 



吉米多维奇数学分析习题全 


解 / = /2+^ 73T? 

I ,, ,、「: r v^3 + x 3 , x 2 \/2 + ? 

+ (1 十 j：) ― , . ~r - 

/TK? ^(3 + x 3 ) 2 J 
_ 6 + 3x + &T 2 + 4:r 3 + 2x A + 3f ( T 
~ 72+7 ■- ^(3 + x 3 ) 2 ~~ ^ ' 

【856】尸 1(1 一+广(1 + x )' 

/ — w ( l —: r ) 矿】 （1+1)” +；1(1-1广（1 +工）『】 



d+^Kx+yi+x 2 ) 2 


( i+W 


— 14 






显函数的导数 



[8601 y 


+ \Ar-K/^. 


解 y = 

【 861 】 y = y/l-i- \/T+v^ 

Ajj f 

解 y = 

(:r 尹0 , 一 1 ，一 8). 

I862J y = cos2*r — 2siar. 

解 y =— 2 sin2x — 2cosx =— 2cos*r( 1 + 2 sinx). 

【 863 】 y = (2 — x 2 ) cosjc + 2xsiar. 

解 y = — 2xcosx — (2 — x 2 )siar + 2sinr 4 - 2jrcoar 







18641 y = sin ( cos 2 j :) • cos ( sin 2 j ). 

解 y = — 2 siarco & zcos ( cos \ r ) • cos ( sin 2 - r ) 

— 2 siarcosjsin ( cos 2 o *) • sin ( sirr ’ x ) 
=— sin 2 xcos ( cos 2 j — sin 2 x ) 


=— 8in2xcos(cos2x). 

【 865 】 v = sin'rcosMr. 

解 y = • cosj • cosnr — wsin w xsinnr 

=wsinr 1 j ： (cosxcos/ir — sirursimn ，） 

= ns'uf^ 1 xcos(n + 1 )jt. 

【 866】 j = sin[sin(siru:)]]. 

解 ）/ = cosxcos(siar) • cos 匸 sin (si or)] 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二 


【 867】 j 

解 y = 


= sm 2 x 
siar 2 ' 

2 si ar coso: 


2sirir(cosj ： 


iar 2 一 2:r • sii 
sinV 

siar 2 — j-sinr 

sin 2 〆 

( x 2 ^ kiuk 


sin\r 


0, + 1，+2,…，） 


【_ 尸黑 


解 


— 2sin 3 x — 4 siar cos 2 x __ 1 + cos 2 j: 

4sin 4 j* 2sin 3 x 

• (x ^ kn，k = 0, 土 1，•••）. 


【 869】 _y 

解 ：/ = 


cos 


y?cos x • siar 


COS 


nsiar 
cos ^ 1 X 


( o * / 々7 c + 号，々 = 0, 士 1，士2,…) 


【 870】 j 

解 ：/= 


= siar — xcosx 
cosx + xsiar* 

1 

(cosi+ :rsiar) 2 

• [ (cosx — cosx + xsiar ) ( cosx + : rsiar ) 

—(siar — j*co&r) • (— siar + siar + jtcosx)] 
_ 3^_ _ 

(cosx+ :rsirur) 2. 


【 871】 y = tan 


cot 


解 y = ysec 2 營 + 士 esc 2 


(x = 0, 士 1 ，士 2，".）. 


【 872】 y = taar 


tan 3 x + ytan 5 a:. 


解 y = sec 2 x — tan 2 xsec 2 x + tan 4 xsec 2 x 



• 显函数的导数 第二章 



=1 + tan 6 x (:r # 是丌 +号，务= 0, 土 I ，".). 

【 873 】 y = i cox 2 x + lj cot 8 x. 

解 y = 音 (cotr )- 士 (一 csc 2 ： r) + 音 (cotr)i (— csc 2 :r) 

• 8 

3sin 4 x V coLr 

( j * # 走 7 C，:r 尹走 7 T + 号，々= 0, 士 1，±2，.") 
【 874】 y = sec2 I + cosec 2 —. 

a a 


解 


— sec 2 —tan — —— esc 2 —cot — 
a a a a a a 



(: r # = 0, 士 1 ，士 2, …). 

[875 J y = sin [ cos 2 ( tan 3 x )]. 

解 y = cos [ cos 2 ( tan 3 x )] • [—2 cos ( tan 3 x ) • sin ( tan 3 j ：)] 

• [3 tan 2 :c • sec 2 a :] 

=— 3 tan 2 xsec 2 x • sin (2 tan 3 x ) • cos [ cos 2 ( tan 3 : r )] 


【876 】 y = . 

解 y =— 2 xe -’ • 
【877 】： y = 2< 




17 



【 878 】 
解 y 

【 879 】 

解 y' 


工丰 OtJ ^- ，k = 0, 土 1 ，士 2,… 

/ bt+f 

^ = e J ( x 2 -2 x + 2). 

= e"(x 2 -2x + 2)+e J (2x-2) =x 2 e". 


1 — 


Q - xY - 
siar - - - cosx e 


xsi 


xsiar 


1- x 2 


COSJ ： 


—(1 + jOcosx + siar ] 

rl - x 2 . (1+ x ) 2 1 

- L^-siar - —cosrj 

x 2 e' x sirir . 


【 880 】 3/ =./(1 + cotf )• 

解 / = e J (l +cot f )+e，•（— 

= e x (siar — cosx) 

2sin 2 


【 881 】 


(jc 2kn，k .= 0, 士 1 ，士 2,…). 
_ ln 3 • siar + co sj : 

— 3" 參 

3^(ln3 • cosx — sinx) — 3 T ln3 • (ln3 • siar + cosx) 


3 匕 


(1 + In 2 3) siar 

y • 


18821 


解 y 


e or a sinfcr — bcosbx 

Vu ? + 6 2 

--- --^ -e^ [a (asin&r — fecos&r) 

+ (abcosbx +6 2 sin&r)] 

V a 2 +b 2 sin&r. 


—18 — 


§ i •显函数的导数 I •第二章 一 充函数@微分学 

镛 

[883] > = € + 〆+〆' 

解 y = ¥(1 + 〆 +〆 • e rX ) 

= e r [l+e^(l + 〆）]• 

【 884 】尸 (fr ( 打 (f) 6 (◊ 从 > 0 ). 

解两边取对数，得 


\ny = x\n + a(lnA — Irtr) +Klar — lna) , 


b 


上式两边对 i 求导数得 

父 = lnf 一 A + 立. 

y b jc x • 

所以 ；/= : y ( ln | ■一 j + j ) 


【 885】： y = 〆+〆+〆 (a>0). 

解 y = W。- 1 + or “ _V a lm + 〆 • 〆 \n 2 a. 
1886] y = lg 3 x 3 . 


解 y = Slg 2 ^ 3 • ^ • 3x 2 • lge 
【 887】 y = ln(lndrir)). 


-r 


lge • \^x 3 (x ^ 0) 


f — JL 

^ xlarln(lar) 

【 888 】 ^ = ln(ln 2 (in 3 x)). 


(x>e). 


AJ3 , 

解 y 


ln z (ln 3 jr) 

6 


xlrirln(ln 3 x) 


21n(ln 3 j-) 


(x>e). 


ln 3 x 


3\n 2 x 


x 


【 889 】 ） =+ln(l +:> - find + J 2 ) — 2 '("i 


楙 y ， 


2x 


1 


2 1+x 4 1+x 2 2(l+x) : 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 


【 890 】 


(l+x^d+x 2 ) 
1, x 2 -\ 

= 4 ln ?TT- 




解 / = ^[lnCx 2 一 1) - In (: r 2 + 1 )]， 

—丄 / 2j _ 2x \ 

~l\^l x 2 + \) 


(l-r I>1). 


[8911 ^ 

解 y = 




4(l+x 4 ) 


n w 


4(1 + 


所以 


+ In I j 丨 - jln(l +:r 4 ) 

4x 3 , 1 1 4x 3 

40+^7 x 4 1+x 4 


x(l+x 4 ) 2 


(x ^ 0). 


I ： 892】：y 


解 y 


x-/3 — >/2 




^-~[ln I jt73 — 1/2 | — In I xJZ-\-j2. |], 


i r 73 73 • 

2 y6 -.r y/3 — >/2 X yfz 


Zx 1 -2 


(卜 i〉vT). 


18931 y=Y^-y^^-y^§ 


(0<k<l) 


解 ： y 


1-k 


[In ： 1 +x |— In I l—x |] 


t^t[I n I 1 +x^/k In I 1 — x\fk I ] 
l 一 R 



= (1-^)(1-^ 2 ) (口 !<1) ' 

【 894 】 y = ln(l + Vx + l). 

幼 • , 1 1 1 

m y = — - -- 7 = • —- ■ 

2 */工 +1 1 + a/x + 1 2 \/x + 1 

=- \ (x>—1). 

2(1+ /?+!) 


【 895 】 3 ^ = ln(x+yx 2 + l). 


解 y 


X + V -T 2 + 1 


1 + 


X 


vV + l- 


vV+1 


【 896】 y = : rln(x + >/l +X 2 ) — Vl +x 2 . 


解 y = ln(x + %/T-K?) +x 


1 + 


x 






X 


/1+X 2 


細 + 命- 為 


=ln(x + v 1+x 2 ). 


【 897 】 y = xln 2 (x+yi+x 2 )-2 yi + x 2 InU + Vl+^) + 2x. 
解 y = ln 2 (x4- \/1 + x 2 ) +x • 2 ln(j + \/l +a: 2 ) 

yiT^ 

-- 7 2x ==in(x + vtt?)- 2 yrr?~ • 

* yr+^ 

— —— + 2 
vTf? 

=In 2 (x + V^l +X 2 ). 
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吉米多键奇数学分析习题全解(二） 




^_ 

?T^ 


2 vx z + a 2 2 vx 2 + a 



[8991 


解 / 


= _J_ ln v^±x# (fl> 

2 Vab yja — x 4b 

1 [ V6 , V6 

2 y/ab -Ja -\- x4b 4a — x4b 


(a>0 9 b>0) 


a — hr 2 




【 900 】 ：y = 2 - 十 /T=? +3ln ^-^ 1 -— -. 

JC 工 




显函数的导数第二章一元函数的徼分学 


19021 y = lntan(f + 号). 


解 




2sin(f+ f)cos(f+f) 


sin ( 工 + f) 


COST 


(I x — 2kn |<j ， 是 = 0 ， ±1 ，士 2, …）. 


【 903】 ：y = y cot 2 :r + lnsiar. 
解 y =— cotr • csc 2 ^ + 


【 904 】 


SUIT 

cotr(csc 2 :r — 1) =— cot 3 x 

(0 <C x — 2^7t < iz;k = 0, 士 1 ， 士 2, …） • 

V 1 + siar 


铋 / = a/.-cp^._ cg^x__\ 

^ 2 \ 1 — siar 1 + siru:/ 


— 2cosx 
2(1 — sin z x) 


cosx 


(j ： 尹〜 + 号 ; 灸 = 0, 士 1 ，士 2,…) 


【 905】 y 

m y = 


COSJT 

2sin 2 j 


+ ln 


cosx 


siar 


— sin 3 x — 2siar • cos 2 j: 


+ i( 


sin \r 


1 / — siar _ cosx 

2 \1 + cost sinx 


osx\ 


COS X 
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. (0^\a\<\b\). 
—— d z cosx . 6siar 


b + a cosx + ^JW— a z siar a + ^ cosx 
6 s/b 2 — a 2 +a Vb 2 — a z cosx + (b 2 — a 2 )sinx 


(6 + acosx + vb 2 ——a 2 siar)(c 2 +6cos«r) 

= y^EZ 9 

a 4 - bcosx' 

【907】 3;= 丄 （ln 3 :r+ 3ln 2 a* + 61ar+ 6). 


解 y 


—^ 2 (ln 3 x + 3ln 2 x + 6lar + 6) 

+ 丄 「2 ln2>r +6 lar + 11 

X lx X JT 」 


ln 3 x 


(x>0). 


【 908 】 , = ^ln^-^. 

解 y = -^ ln i~^ + 6 


lor 


(x>0). 


【9101 
解 / 


19111 
解 / 

【912】 

解 ：/ 


【913】 
解 y 

【914】 

m y 


显函数的导数 第二章一元函数的徵分学 


y 


ln [士 +ln ( 士 +ln 士)] . 


1 


丄 + ln ( 丄 + ln 丄 ) 

JC \ X X I 


? + i r ^ rr (一？一士) 




1+X + —+ ln- 


X 


X 


(x>0) 


(l+xln 士 ); 1 十』 11 (士 + In 士 )] 

y = x[sin(lar) — cos(lar)]. 

= sin( lar) — cos( lar ) 

厂 1 1 • ， 

+ :r — cos(lar) H - sin(lar) 

L jc x - 

= 2sin(lar) (x > 0). 
y = Intan ^ — cosx • lntaar t • 


—-— • sec 2 • 士 + siruintanr—co&r • • sec 2 ^: 

j : 2 2 tanx 

tan T 

sinr • lntaar 

(0<:r~2iU<f, 々 = 0, 士 1, 士 2,• 


y = arcsin 


1 


vMf ) 


2 2 


\/4 —x 2 


(I x |<2) 


y = arccos 


1 —x 

I. 





(—去) 


4i 
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吉米多维奇数学分析习题全解 C : 二) 


1 




(丨 x -1 |< V 2) 


【 915 】 y = arctan 


解 / 


a 


2x _ 2ar 


^( x if a a 


+ 分 


【 916 】尸 garccotf. 


解 / 





1 + 


(f) 


- (-f) 


x 2 +2 


U 关 0) 


【 017】 .y = Jjc — arctan Tx. 


解 / 


2" 1 + (v^) 2 2v/^ 




2(l+ ： r) 


(x>0). 


(a ^ 0) 











显函数的导数 


第二章一元函数的微分学 


arcsin 


1 +x 


(x^O). 


【 920 】 3 ； = arccos — • 
解卜― 


u I yp^r 

[921] y = arcsin(siar). 




(Ix|>l) 


解 / 


COST 

1 一 sin 2 j ： 


sgn(cosar) 


{^jc ^ kiz + = 0, ±1 ，士 2，"* j 


【 922】 ：y = arccos(cos 2 o:). 

£lj7 / 2 • cosxsirvr 2 siarcosj- 


解 y ; 


V 1 — cos 4 x 
2 sgn(siar) - 


sin 2 x(l + cos 2 x) 


cosx 


【 923 】 

解 / 


vl + COS J ： 

(x ht;k = 0, 土 
arcsin(sinx — cosx). 

cosx + siar__ siar + cosx 

1 — (siar ~ cosx ) 2 V sin 2 :r 


0, 土 1，士 2,…）. 


(0 <x — 々兀<号，是 = 0，± lr "). 


【 924】 jy = arccos %/l —x 2 . 


解 / 


1-(1— ： r 2 ) 


—x z 


1 

1 - 


(o<U |<i) 


l+x 

\-x 


[925] y = arctan 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二 ）I 


解：/ 

【 926 】 
解 y 

【 927 】 

解：/ 

【 928 】 

解 y 

【 929 】 
解 y 

— 28 — 


(l-jr) + (l+^) 




(1 — 工） 


x 


1+X 2 


(x^l). 


/sirir + co&z\ 

V = arccot - 

\ sirir - cosj/ 

1 


1 + 


/ siar + cosjt 、 


I 


\ siar — cosxzJ 

( cosj 一 siar) ( siar — cost) 一 (sinr + cosj)( cost+ sinr) 

(sinr — cost ) 2 

(:r # 々 7r + f ， 务 = 0, 士 1， 士 2,…) 


y 


2 


Va 2 - b 2 

2 


•arctan 


( V^! tan 


X 


(a >6^0) 



a + 6cosx’ 


y = arcsin 


—x 2 


i +， 

1 -2x(l-\-x 2 )-(l-x z )2x 


-(鵠) 


1 + 工 2 — \x 



(1+x 2 ) 2 


y 


74? (l+*r 2 ) 2 

1 

arccos 2 (x 2 )" 

2 


- 


2 sgnr 


(x 0) 


-2x 


arccos 3 (x 2 ) (1 — x 4 ) 

4x 


vl — x 4 • arccos 3 (x 2 ) 


(l-r |<1) 


[9301 

my ， 

【931】 

解 / 

【932】 

解：/ 

【933】 

解：/ 

【934】 

解 y 

19351 


1 


显函數的辱数 | 第二囊—元__分学 


y = arctaar + -^-arctanCx 3 ). 


l+x 2 


+ i 


l + (x 3 ) 2 


3x : 


1 +x 4 


y = ln(l + s\n 2 x) — 2sinx • arctan(siar) 


2sirir 


1 + 


COSJ 


— 2cost • arctan(siar) 


2sinr - CQSZ o =— 2cosxarctan(siar) 


1 + sirvx 


y 


ln ( 


arccos 



1 


arccos 





1_ 7 




Cr>l) 


lx vx — 1 arccos 


T, 


y 


In 


jr 十 a 


v/ar 2 +6 2 


+ -parctan -7- (6 ^ 0) 


b 


b 


x 


•r + a x 2 -\-b 2 b 


V+ 6 2 

Cr + a)Cr 2 +6 2 ) 




b 


(x 


a). 


y 


x 


y/a 2 —x 2 + ^arcsin 互 

L a 


x 2 


La>0). 


Va 2 -x 2 - 


2Va 2 -x z 


Y 



_ (f) 


2 a 


= y/a 2 —x 1 (I x |< a). 

1 , (x+1) 2 ,1 . 2x-l 

y = v ln —2 - TT + —arctan — —• 

6 73 73 


— 29 — 



吉米多维奇数学分析习题全解 (=) 


解 y 


= -T ^+1 


1 2x — l , 1 
6 a 2 — j:+ 1 73 




l+x 3 




【 936】 ：y 






2x+^2 lx — 41 


4y2Lx 2 +x72 + l x 2 -x72 + 1 


▲ 

272 


1 + 


函 


J2{x 2 -\)-x42^2x 

(x 2 -l ) 2 


1 +x 4 


(O •关士 1). 


【 937】》 =x(arCwSiar) 2 + 2 Vl — x 2 arcsinr — 2x. 


解 y = (arcsiar) 2 + 2x • arcsiar 




lx 

1 - 


arcsiar 


inx + 2 %/l — x 2 • 


1 


19381 ^ 


(arcsiar) 2 (| x |<C 1). 
_ arccosj + 丄 1 ~ v^l ~ 


1+/1-X 2 


解 y 


- ■ ■ — arccosr 


， 

■l 一 


x_ I -4_^_x_ # JL 

yr 7 ?* ypr? l+yr^/r 1 ^. 


arccosr 


(0<| x |<1). 


I939J y = arctan Vx 1 — 1 — 


lar 

^ r= ^T ， 


— 30 — • 



(l+o : 12 ) 2 

12x s 

(l+W 




1 - 荇 

x / l +艿+泣 


+ >/3arctan 



3 斯 1 - 汾 






-X 2 ) 

< a). 


x + 2arcsin 






(|x + l |<V2). 


显函数的导數 


【 947 】 3 ^ = |ln larctan 


4 7l+x 4 -x 乙 

45 / _ 1 / _ 1 _ 1 -\ - ^ - 

解 y ^ 次 ( 1+/) 3 


yr ^- x iWT ^ 


^ _i ]} 


_ i_i 


i+x 4 


丄「 j 4 

?L^(l+x”: 


1 +/ 


VY+7 


(x ^ 0 ). 


【 948 】 

解：/ 


=arctan(tan 2 j：). 

- ,-—~7—2tanr • sec^x 
1 + tank 


sin2x 

sin 4 x + cos 4 x 


( o : 尹 々7 r + f ，々 = 0, 士 1，士 2, …) 


【 949 】 + 


z 

7 


+ V l — x 2 4 - 


解 / 


1 - 


! l—X 

IT^ 




1 + v 1 一 v 1 一 of 
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吉 米多鲑 奇数学分析习题全解(二） 


X 


x vi+i 



l—X 


Vl-JC 2 


X 


X 


ln Vl 




X 


vi+x 


( 0 <| x |< 1 ) 


【 950】 j = xarctaar — -77 ln( 1 + x 2 ) — — (arctaar) 2 . 


解 y = arctanx + 


x 


x 


l+o* 2 1+x 2 


arctaar 


1 + 


x 2 


1 +JT 2 


arctaor. 


19511 ^ 


解 


y 


lnC^ + yi + e 2 "). 

1 


Xx 


e" + 


y + Zi + P 


yi + 




e" 


v/l+e 2j 


【 952 】》 =arctan (: r + vl-\-x 2 ). 


解 y 


(1 + 


工 


1 + Cr+v/TT ^") 2 、 VI+x 2 


2(1 +x 2 )- 


【 953 】 y = arcsin^ j-3 


sinasiar 


cosacosx 


)• 


解 


y 


L ( singsinx 
V V1 — cosacoar / 

■ singcosj-Cl — cosgcosj：) — sinasiaf • cosgsinr 

(1 — cosacosx ) 2 

1 — cosacosx sina(cosx — cosa) 


V(cosx-cosa ) 2 ( 1 — cosaco&r) 


sina 


^ 一 sgn(cosx 一 cosa) 

1 — cosacosx 

(cosx ^ cosa，BP : r # a + 2k^ 9 k = 


0, 士 1，士2,…） • 
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【 957 】 

解 y 


Cr 2 +1) 2 Vl-x 2 
= arccosCsiar 2 — cosx 2 ). 

_ 1 _ 

y/1 — (siar 2 — coso: 2 ) 2 
2x( cosx 2 +siar 2 ) 

yim(2x^y 


(|^I<1). - 


2x( cosx 2 + 


(-/kit <| x \<JkTz-\~^;k = 0，1，2, …) 


【 958 】 
解 y 


arcsinCsiar 2 ) + arccos(cosx 2 ). 


2a:cosx 2 


2a:sirir : 


Vl — sin 2 x 2 \/l — cos 2 x 2 

# 

2x[sgn(cosx 2 ) + sgn(siar 2 )] 


【 959 】 

解 y 


(I 工 = 0,1,2, — ) 

e ;nan：!Unr [cos(marcsiar) + sin(marcsiru*)J. 

1 — m -- [cos(marcsirir) + sin(warcsinx)] 

1 V 1 —O? 


Vl — x 2 

P 7n 


[cos(marcsiar) — sin(marcsiar)] 


cos(marcsiar) ,( I x | < 1). 


【 960 】 
解 3 


arctane^ — In 


^ 1 

1 + e 2 " "2 


( 2 ~ 


，+ r 

^ + 1 / ^TI- 


【 960.1】：y 


l+Vi+yrrz 


2V1 + vT+7TT? 

• 1 4x 3 

• 4 ^(1+x 4 ) 3 


Vd + yiT ^) 2 


— 36 — 




. 显函数的导数 


(1 + J 4 ) 3 • 次 (1 + yn7) 2 .vi + ^1 + ^TT7 


[960.2] y = arccot 


cot 


7 


解 •(一 


CSC 2 


1 + 


cot 


cot 






•T 3 sin 古 (sin $ +cos 士 ) 


tan 


9^ 0, I x \ ; 0 ， l ， 2r”). 


【 960. 3 】 y = WisecZ^ 7 ). 


解 y = 21n(sec2^) • • sec(2 n ) • tan(2^) • ^ 


ln2 


21n2 • ^lnCs^) > tan(2^ 

^7 


( —专 < 2^ — 々7 i < 号;走 = 0, 士 1，土 2, …) 


【 961 】 y = x-\-jf jf x 
解设 2 = / ，则 
lnz = xlar, 

从而 — =lrir + 1, 

z 

即 Z = 0 ^( 111 ^+ 1 )» 

所以 （ : rO’ = ^(1 肛 + 1). 

同样，设 w =〆 ，则 lnw^j^lar 


U>0). 


从而 
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所以 


=/ (士 + lnr + ln 2 :r )， 

u = jf • x 1 (士 + lar + ln 2 x ) ， 

Y = of • 〆 ( 士 + lar + ln 2 x). 

:/ = l + (xO，+ (〆〆 

= 1+/(1 + 1 似） + 尸 • 〆 (-^+lar + ln 2 j：) 

【 962 】 y = x xa +〆 +〆 (a>0 f j>0). 

解 设 z = 〆 ，则 lair =/lar, 


从而 

即 
设 w 

从而 


叫 ar + 尸.？ 


Y = • a^" 1 (alar + 1 ) ， 

= : r 12 : ， 则 lnw = lar ， 

— =a x \na • lar + —» 
u x 

(of V = o^ T • a J ^ + lna • lar). 

(a jT y = a xI •of • lna(l + lar)f 

: y = • j^ -1 (1 +alar) +〆 • a: (士 + lna • lar) 

+ 〆• ： r 1 • lna • (1 + lnx). 

【 963 】 y = . (x> 0). 

解 y = (X = e >( —士 lar + 去） 




lar) = x^~ 2 (1 — lar) 


【 964 】 (sinx^ + Cco&r) 5 ^. 
解设 z= (siar ) … ，则 
Inz = cosxln(siar). 
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从而 

即 

同样 


从而 


siarln(siar) + cos ..^ 

SUIT 


[(siar)^^]' = (siar) 1 ^ r, 1 [cot 2 x — ln( sirLr)]. 
[(cosx 产 J]' 


_ 

(cosx) hmj cosTln(cosx) — 

■ 


cos^r 


=—(cosx)* Hinj4 " 1 [tan 2 j：— ln(cos*r)]. 
y = (siruO^'HEcot 2 *!* 一 ln(siar)] 

— (cosj:)' 10741 [tan 2 :r — ln(cosx)] 


(0 < x — 2ku < = 0, 土 1 ，土 2,…) 


【965】 y = (\nx) x * x ]nz . 

解 = ^ = 




e jln 




[(:rln(lar))’ 一（ ln 2 x)’] 


臀卜 )+忐-竽] 

' [xlnr • ln(lar)+:r — 21n 2 j：], 


[965.1] y 


解尸 


「 arcsin.C sin 2 a;) 
Larccos(cos 2 x) 

tln 

arcxo? (cw x) 


-iarcian 2 x 

■ 


rarcsin(sin 2 j：) 1 如邱 J • 
LarccosCcos 2 ^) J 

( 0 1 i arcsin(sin 2 x) 

• { Zarctanr - ~ :— o In - ； - y— 

1 十 ： r arccos(cos\r) 


arctan x 


arcsin(sin 2 x) 


2siarcos^r 
/l — sin ; x 


arccos(cos 2 .r) 


2sin.rco$x | 
/l — cos 4 x j J 


【966】 3 ; = log r e. 




解 ^ = lofee= IS = I^ 


从而 


x\n 2 x 


(x > !)• 


【967】 


ln(chr) + 


2ch 2 x # 


解 = ^ 

【968】： V = ^-ln(cthf). 


解 3 / 


sh 3 j： — 2stirch 2 x 


2sh 2 -^cth 


sh 3 x 


Xx > 0) 


【969】 3/ = arctan(tanx). 


解 / 


1 + th 2 a: ch 2 x ch2x # 


I970J y = arccos(^^). 


解 / 




【971】 3, = + 2 ^ctanij^th f 


解 y = f + 




(0<| b \<a). 

1 9 1 

l + ^|th 2 f # ^ a+6# 2ch 2 f 

a +& L L 


a + ^7~y ■- 

a a(6 + achx) 


a +6ckr 
b +achx' 


【972】引入中间变量 《 
40 — 


•r. 


求出函数 



显函数的导数 L 第二章一_数_鮮 


y 


ln(cos 2 x+ Vl+cos A x) 的导数 • 


解令 m = cos 2 :r , 则 


y = ln(i/+ v 1 + u 2 ) 


而 


= # da 

dr du 




fi + 


m + y i + m 2 ' vi+w 2 


i 


yr+v yi +cos 4 x 


Au 

dr 


― 2siarcosx 


sin2u ， ， 


于是 


dy =— sin2j ： 


心 /IT 


COS'J ： 


用 972 题所示方法,求出下列函数的导数 (973 〜 976). 


【 973】 ：y = (arccosx) 


In 2 Carccoar) — ln( arccosx) + — 


解 


而 


令 w = arcco&r ， 则 y = u 2 [ln 2 « — \nu + +] 
ln Z M — lnu + +]+ “ 2 — 


2u 


2u\n z u = 2arccosx • In 2 (arccosx) • 


u 


d 


VI- 


= y u ■ u ’： = — — - ^ • arccosx • In 2 (arccosx) 


(Ui<i) 


I974J y == +arctan( v^I+j: 4 ) + j 


In 


vT+7+i 

^ 1+^-1 


解 令 ^ ^ = ^^^ ： p ^则 
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吉米多维奇数学分析习题全解 C 二 


arctan M + {ln^{. 







2(\ + u 2 ) 


1 — u 


(l+.r 4 ) 3 


dv / f 1 


X 

(1+x 1 ) 3 


x y(l+a 4 ) 3 


Cr^O). 


【 975 】尸 亡 ㈣ P + 士 ln(l — 


解 


VI-e- 7 ^ 
令 w = e ’ ，贝 (j 


warcsinw , 1 f fy 2 、 

y =7^ n ln(i —«)• 


从而 


, ( 


arcsmw 




y u 




U 关 0) 


【 976】 ：y 


解设1 ^ =〆 ，则 
42 — 


• 显函数的导数第二章一元函数的微分学 


于是 


U 1 —U 2 , 1 

l + u 2 - 2 u 2 - 2 u (1 + w 2 )- 2 u ( 1 - m 2 ) 


(1+m 2 ) 2 

l-u 2 
\ + u 2 % 


(1 + u 2 ) 2 


arccot 


1 + 


4 warccot 一 
_ u_ 

(1 + w 2 ) 2 


• ajccot ( fl ~ J ) 
(1+ 戶 )]~~ 




a x \m. 


t / 

y u m u ^ 


i 4 v!?fx 2 arccot ( a ~ J ) 


(a>0). 


dr ( l + a^) z - - - 

【 977 】 求下列函数的导函数并作函数及其导函数的图 
形，若： 

(1) y = \ x \ ； (2) y = x \ x \ ； (3) y = \n \ x \. 

解 (1).= (^ 

l _« r ， 当 《 r <0 时， 

/= (1， 当 * r 〉0 时， 

^ 1—1，当 *r < 0时， 


1x1 


(x ^ 0). 


0时，:/不存在.如977题图1及977题图2所示 



977 题图 1 


977 Hffl 2 
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977 题图 S 977题图6 

【 978 】求出以下函数的 导数： 

(1)^=1 (x-l) 2 (x + l) 3 I; 
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显函数的导数 




(2) 3^ = 1 sin 3 x I ； 

(3) y = arccos I 上 j ; 

(4) y = [x]sin 2 7ix. 

解 （1) 由 977 题的结果有 

' 二 丨 (x-l) 2 (x+l) 3 1 
^ - (x-l) 2 (x+l) 3 


[2(x-l)(x + l) 3 


+ 3Cr—l) 2 Cr + l) 2 ] 

=(x — l)(x+ l) 2 (5x— l)sgn(x+ 1) (:r 尹土 1). 
而当 * r =± l 时，直接验证可得 
y(l) = y\— 1) = 0, 

满足上式. 

因此：/ = (x-l)(x+l) 2 (5x-l)sgn(o: + l). 

(2) y — I J I 3sin 2 xcosj = -|-sin2j ： | siar | 

sin^x 2 


(x ^ kiz^k = 0, ± 1，士 2，".） 


而当 : r = 々7 T 时，直接验证可知 

y Uk = o, 

满足上式， 


y 


sin2x I siru: |. 


(3) y 



1 - 


•¥) 


1 


xVx 2 -l 


(U |>i) 

(4) 当 j 关 HA = 0,±1, 土 2, …）时，有 

y = [: r] • 2 tc • sin^x • costt = 7 t • Dr] • sin (27 tx ). 

当 = 々时，直接验证有 

y U = 0 , 

满足上式. 

因此 • ；/ ^ tt [ x ] • sin (27 rx ). 
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吉来多维奇数学分析习题全解(二) 


求导函数并作出函数及其导函数的图形 (979 〜 983). 


【 979 】尸 n :) 


—(2 —: r ) 


当一 oo <； r<l 
当 l <« r <2 ; 

当 2< x <+ co . 


解显然有 


— 1， 
2 x — 3 


当 一 oo <： c < 1 时， 
当10<2时， 

当2<:<+00时. 


而当: r = 1时，右导数 


y + 1 x - 


(2 j —3) L-i =— 1. 


左导数 iV 二因此，在 : r 
y L=i = 1. 

同理 y L-2 = 1 . 


1 处，函数的导数存在，且 


一 1， 


当一时 


y =<2 x - Z , 当 l <: r <2 时， 
、1， 当2<0：<+00时, 
如979题周1及图2所示 


( 2 , 1 ) 


(4，+ 


(1H) 


979题图1 979題困2 % 

rqRnl — \ U - aYU - b ) 2 , 当“ 

1 1 lo , 在线段|>，6]之外 . 、 

，— ( Z ( x - a ) U - b )(2 x - a - b ) 9 当 fl <： r <6 时， 
y 10, 当 ： r<fl 或 J：>6 时， 

而在分段点 a . 右导数 y \\ x=a = 0,左导数 y -\ x^a = Ot 因此， 


解 
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• 显函数的导数 第：:章 


y 1= o. 

伺样对分段点6进行讨论有/ I = 0 

籲 

一 •• , f 2Cr —— fl)Cr—— 6)(2r——a — 6 )， 


G [ a ，6] 时, 
$ [ a ，6] 时. 


如 980 题图 1 及图 2 所示. 





980题图2 

当了<0; 

当 . x *>0. 


解分段求函数导数并对分段点2 = 0进行讨论，得 



当 .r <0时， 
当了>0时. • 


如图981题图1及图2所示 




981题图2 

当丨 .r |<1; 
当！ ： H >1. 


47 




吉米多维奇 数学分析习 题 全解 (二 ) j 

n _ 義_ 喔 n r 織濉 A 山 的 ■ 隱「 一 _ r _ ^ 1 ■ 1 r ■ ■ « _ — ___■—，_ 丨 _ __ I ■■籲 ■ ■ ■ 丨 ■ I _ •墨|•必 


解 



1+I 2 , 


y 


1 

2， 


在分段点 : r = l , 



当 _1< jt <1 时， 

当丨工 i > i 时. 

/- u , =占 


在分段点 X =— 1 ,函数不连续,故导数不存在.因此 

当 一 l <: r<l 时， 

y = \ 1 

f , 当丨 * r |> l 时. 

•如图982题图1及图2所示 



解分段求函数的导数，并对分段点进行讨论,可得 


f = \ 2 x ^\\- x 2 ), 当 U 1<1 时； 

^ _ 10, 当 UI >1 时. 

如图983题图1及图2所示 
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§ JL 窗函数的导数 


签—蘇 G •热献 rnm / 


mt 




【9841由已知函数: y = /Cr) 的对数求得的导函数，称作此 
函数的对数导 函数： 

^ = £ ln |/( x )|=-^ 


: y 


fuy 


求出函数^的对数导数，若: 


(1) ：y =工 


⑵ ：y 


Vi 


一 x 


1 + X 


3 — x 


(3) ^ 

⑷： y 


l- ： rV(3+:r ) 2 ， 

(x —ai) fl| (x — a 2 ) a2 ••• Cr 一 a”） fl " 

( x + yrK ?)\ 


解 (1) lnv = In I x | + 士 In I \—x \ 


In I 1 + x I, 


£ any) 


X 2(l-x) 

1—x — x 2 
x(l — x 2 ) 9 


2(l+i) 


(0<|x|<l). 


(2) ln 3； 


21n I x I — In I 1 — x |+^-ln | 3 — x | 


— -In I 3 + :r I ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二 


所以 


£( i — 




X X W X 

¥ 3 —:r — T • 3 + x 


4-36x + 4j 2 +2x 3 
3a:(l-x)(9-x 2 ) 


(s 7^ o,x 7^ l,j' #士 3) 


(3 ) 应假设 


(: r — — )“〉••(：一“”)“” >0, 

n 

Inv = y^Q,ln I j 一 a; |. 


所以 




(x 6 «) 


其中 r = {^ incx -^ r .> o }. 

i=i 

⑷ lny = wlnCj' + \/1 + x 2 ) ， 


£ (]ny) 


/ ITT " 


【 985 】假设 ^Cr) 和 0(:r) 为的可微函数，求出函数 : v 的导 
函数.如果 

(1) ^ = y /^> 2 ( x ) + t / riar ) ; 


(2) y = arctan 


cp{x) 
< pU ) ； 


C3) y = ^ v^r(x) ， (cp(x) ^ 0 ； i/}(.jc ) 〉 0); 
(4) y = log^^0(x), i(p(x) > 0 ； ip(x) > 0). 
解 ⑴ / — y ( x ) y ’( i ) 4 ~ 0 (> r )0 ( x ) 

^ J cp 2 ix) +〆(•!■) 


(2) y 


▲ 

r ^ U ) 


(^> 2 ( x ) +0 2 ( j -) 7^ 0) 

(p\x)ib(^x) — (pCr)ij/ (x) 

• ip z ix ) 
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1 •显函数的导数 第二章 •一？^数的微分学 


<p — (p(x)tf/(.x) 

9 2 (* r ) + 〆 (《!*) 


( ip ( x ) 7 ^ 0 ) 


(3) 由于 


y 


^ V ^0( x ). 


从而 • lny 


( pioc ) 


\ntp(x ), 


y 


y 


^yy(-r) -y(x)ln^(x) 

<p 2 (x) 


舞 ㈣ ⑴ 


< 4 ) y = log^ x) tp(x) 


ln^(x) 
lnp ( x ) ’ 


， ’Cr) 


所以 


ln ^ x ) 


y 


_ (D ix ) 

< p ( x ) 


ln ^ x ) 


\r\ 2 <p{x) 


il ! U ) 

ip ( x ) 


ln ^)( x ) 




ln0(x) 

XiVipix) 


【986】若 


(1) y = f(x 2 )； •. 

(2) y = /(sin 2 x) ^~/(cos 2 x); 

(3) y = /(eO • e^’ ； 

⑷: y = /{/[/(:)]}• 

其中 f ( u ) 为可微分的函数.求 
解⑴:/ = 2xf\x 2 ). 

(2) y = 2siarcoso: f\s\n 2 x) — 2siarcosj ： / ， (cos 2 x) 

=sin2x[/ / (sin 2 or) — /(cos 2 :)]. 

(3) y = • /"(eO • +/(e r )e /( ^ ) • f (x) 

=^ > [e^/ ， (e^)+/(x)/(e^)l 
< 4 > y = /(j ：) • / [/(x)] - /{/t/ ( 工 ) ]}• 
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吉米多维奇数学分析习 题金解 (二) 

1986. 11 若 fix ) = < r(x — l>Cr — 2) … Cr —1000) 
求 /(())• 

解 f ( x ) = (x — l)(x — 2 ) … (i — 1000) 

+ x[(x — l)(x — 2 ) …(: r — 1000)]’， 
故 /(0) = (一 1)(—2) … (一1000) + 0 

= (-l) ,ooo 10O0! = 1000!. 


【987】证明⑺阶行列式的微 分法: 

/ll(JT) /l2(I) … /ln(x) 

••• 參## ••• %#• 

fkiU) / 於 ⑴ … UU) 

參參參 _ •籲 ••• _ 參# 

/”l(*r) /nzCc) … f m (x) 



/uU) 

癱 麄 

/. 2 (x) 

… 九 ( 工） 

n 

s 

• • • 

fkl (x) 

• # • 

參 _ • 

/«(:) 

# 麝 _ 

••• ••鬱 

… f kn (^) 

m m m 龜龜麄 


/nl(x) 

fmU) 

—零— W 9 w 

… /« ( 工） 


证法 一 :利用行列式的定义直接证明 


fn (^) /i2(«r) 

• • • • _ _ 

£ fkl (x) f k2 (x) 

秦# 翁 • _ ■ 

fn\ < /n2( 工） 


/ l ”0) 

拳## 

/ 山) 

fM 


=£ 2 (- ix)f Zh (x)-/^ (or) 

=S (- 1)^2 ^ £lf lh (x)f 2h (X)-/^ (x)] 
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^ S (― 1)~ 2 、)2戍(灿> 2 (+.八# 

h 】2 … Jn * = 1 

= 2 S 

* ；=1 >1>2- V W 

/n(j*) / 12 Cr) … /i n (x) 

參籲參 籲鲁籲 參# ■ • • • 

n - 

= S ACr ) 八 2 (工） … /山） ， 

* = 1 

• • • ••籲 參參# 參蠢 _ 

/” 1 ( 工） /n 2 (I) … /m(X) 

其中 mj ' j 2 … j „) 表示推列 jWj •” 的逆序数 
2表示对1，2, …， 72的所有排列求和《 

鑄 _ t 

Jl 】2 • 

法二:利用数学归纳法证明 
由于 

_d /"⑺ ,12( 文） 

心 /2 l ( x ) / 22 ( X ) 

= ^；[/ll ( x )/ 22 ( x ) — / 12 ( x)/ 2 i ( x )] 

= f W (^)/22(^) — f \z ( 工 ）/21 (:) + /ll ( 工 ）/^ (:) 


—/ l 2( x ) / %1( I ) 


/ll ( J-) 

/iz (j：) 

fnU) 

/ 12 Cr) 

/2l(x) 

/ 22 Cr) + 

/ 21 U) 

/ 22 U) 

即等式当 72 = 2 时 成立. 



现假设等式当 n = 

= 々时成立，即 



/ll (^) 

# 畚 • 

/i2(:) … 

_ 饞 ■ 癱 ■ A 

/uCr) 


£ fiiU) 

• •• 

零擊擊 WWW 

/,?(:) … 

•攀參 • _ _ 

• • • 

A ( x ) 

饞麄鏖 


/a (x) 

/松⑴… 

/«Cr) 
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吉米多獅 _测 纖麵 CI > i 



fnU) 

•秦# 

/l2 ix) 

• • • 

… /u(*r) 

• • • 争籲 _ 

k 

s 

1 

/a(x) 


… 八⑴ 

I 1 

參參镛 

/h(x) 

参 • _ 

/«U) 

•癱參 • •• 

… /»U) 


现证等式当 n = k + \ 时也成立.事实上 


£ 


/ n < x ) 

蠡# 龜 

/ 12U ) 

鲁•書 

… f\kY 

龜饞龜 _ 

1(:) 

龜籲 

/n Cr ) 

豢■攀 

• « § 

… ( j - ) 

龜 ■饞 m m m 

fk \\\ (* r ) 

fkr - nix ) 

▼ — ▼ ▼ 

… fkrlb 

fi ( x ) 


忐2(-1)關/一工) 


/ n ( x ) 






/1，-1(工） / ii 七 1( 工） 



-1( J ) / v-M (^) 


. fkj-\ 





iH -1 U ) 



Cr ) 


£(-»攀/抑(工) 


fn Cx) 


fAx ) 


fn ( x ) 



Cr ) / 1>+1 ( x ) 


fij-l fij^l (-3：) 



一 1 (* T ) A+l ⑴ 



(x) 


: +1 


(x) 


/ 糾 （ X ) 


+ 2](-1)_/冲(工)£ 
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显函数的导数 i 第二章一元函数的微分学 


/ll(x> 


/n (工） 


(•r) /i 汁 iCr) 


/(M 



/“(：） … /v-i(:) A+i (^) 
I /uCr) … /ih-i (J*) 


(x) 


/ i^i ( x ) 




/*i ( x ) 

/ ㈣ ⑴ 


/ 糾⑴ 
J^k^ikri (了) 


+ 2(- d ^ + i Ah ,( x )2 






(x) 


( or ) 


(x) 

i(x) 


•• /1 尸 1( 工） / 】 >+1( 工） 

馨 

… /lH-i 

赢 A 4 

(x) 

_ 琴 WWW 

蠱垂 龜龜 # 

WWW W % 

— /iH 

ft 龜 # A i 

1 (^) 

fe # 

” A-i<^) fkju 

… /«H 

(X) 


iCr) 
-11 ( x ) 


(x) 


/ m+i (:) 
/ Vi 务 fi (工） 


+ 22(_1严汁 , /咐 ⑴ 


Cr) 


(•r) 


九 ⑴ 



(•r) /i/h ⑴ 


/Vi ( 工 ） /Vi ( 工 ) 


A - i ( x ) 



(•r) 


/uh (*r) 


f *41 (*r) 


/tt+i (*r) 
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fn M 


奸 1 


2 /«i(x) 




U ) 


|/ 奸 11( 工） … fk+lfrbl <X) I 

即当 n = A + l 时，等式也成立 • 

因此由数学归纳法,等式对一切自然数〃均成立. 
【988】若 

x — \ 1 2 

F ( x ) = — 3 x 3 ，求 F’(j 

一2 -3 x+l 

1 0 0 

解 F\x) = -3 x 3 

— 2 — 3 x + 1 


F(x) 


，求 F ， Cr) 


解 F\x) 


X — 1 

1 

2 


X — 1 

1 

2 

0 

1 

0 

+ 

-3 

X 

3 

-2 

-3 

x + 1 


0 

0 

1 


(x 2 +a: + 9) + (x 2 -l+4) + (x 2 -x + 3) 
3(^+5). 


【989】若 


F(x) 


X 

X 2 

x 3 

1 

2x 

3 工 2 

0 

2 

6x 



; 1 lx 

3X 2 


X x l 

x 3 

解 F\x) = 

1 lx 

3X 2 

+ 

0 2 

6x 


0 2 

6x 


0 2 

6x 


X X X 

1 lx 3x 2 
0 0 6 
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§1 -显函数的导数 


卜第： r 章 : 一元函数韵微分学 

m— ^― —grr— 動 价 _ 


= 0 + 0 + 6(2 x 2 - x 2 ) = 6 x 2 

【990】 已知函数的图形.近似地作出它的导函数图形. 

.解 先由所给曲线 ：y = fix ) 上一点 M , 作出曲线 : y = /( x ) 
上的对应点 M 7 .作法 如下： 

# 

在曲线 y = / Cr ) 上任取一点 MCr ，/ Cr ))， 并作曲线在点 M 
处的切线 MN ，过点 P (- 1,0) 作平行 MN 的直线 PQ 交 Oy 轴于 
点 Q ， 于是 

C/Q = tana = f \ oc 、， 

过点 Q 作平行于 Qr 轴的直线,与过点(: r ，0) 且垂直于 Qr 轴的直 
线交于 W ，则 W 的坐标为是曲线 y = / Cr ) 上 
的点.如990题图1所示 



由此，在曲线 :V = /( X )上取若干点 


Mi(Xi ， f(xi)) (i = 1 ， 2 ,… ， 72 )， 

按上述方法作出曲线 ：y = fix ) 上相应的点 

ixi)) (i = 1 ， 2 ，-“，”). 
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lim 


Ax 2 sin 
^Kr 


Ax 


故 / Cr ) 在 (一 00 ,+ ⑺）内处处存在 • 

但不存在.所以 fix ) 在点 : r 

了 / U ) 有不连续的导函数 • 

【992】问在什么条件下函数 

fx"sin — , (x 0); 

/U) = 彳 工 

io, x = 0. 

(1) 在 ：r = 0 处是连续的； （2) 在 i = 0 
0处具有连续导数？ 

解 （1) 当 n >0 时， 

limr”sin 丄 = 0 ， 


0处不连续.这说明 


0处可 微分; （3) 在 x 


于是 lim /( x ) = /(0)， 


即当 n > 0时， /(: r ) 在 x = 0处连续 • 

(2) 当 n>l 时， 

lim / ( 0 土义 ) — / ⑹ = lim(Ar 

Ar-^o Zir Ar-M) 

于是 /( O ) =0. 因此当 n > 1 时， / U ) 在 X 

(3) 当 n >2 时， 


lim 


lim ( Ar) ,r ~ l sin = 0 

Ax 


0 处可微. 


/(x) 




sin - cos — 

x x 


(: T / 0 ) ， 


/( 0 ) = 0 , 

故 Yim / ix ) = 0 = / (0). 

即当 n 〉 2 时，/ ^ x ) 在 i = 0 处 连续. 

【993】问在什么条件下函数 

fix) = I x I”sin 1 工 1 卜 (j 古 0) 及 /(0) 

(1) 在坐标原点的邻域内具有有界 导数； 

(2) 在该域上具有无界导数？ 


0(m>0) 
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解 


(1) 当 0 ：参 0,:re (—5 ，幻时 (5>0), 

/Cr) = rz|x|^ ^sin^-r ： 


I x | m 


m 


I a : I I \ n 1 

• V UI - cos iTr 


X 


¥]， 


由于 ^ sin ， cos 了 


均为有界函数 . 


故 当”彡 m + 1 时,/(了）在(一心 5) 内有界(此时/ "(0) =0). 

(2) 在此域上，当” 一 讲一1<0,即《<饥+ 1时，/ / (1)为无 
界，另一方面当 n > 1时/(0)才存在 • 

因此，当1 < n <m + l 时, /( a :) 在(一&幻内存在且为无界 
函数. 

【994】若 / Cr ) = ( x - a )< p ( x ), 

其中 < pU ) 在 i = a 处是连续的.求 /( a ). 

解 /⑷ = Um /( 吐 $) 二 / 一 ⑷ - 

Ar -0 Ar 

_ | j m AxyCa + Ax ) — 0 
Ai—o Ax 


iim 


= \im<p(a + Az) = (p{a). 

【 995 】 证明： 函数 

/(x) = \ X — a I (pix)y 

(其中 <pU) 为连续函数，且 (pia) ^ 0 ) 在点 a 无导数 • 
问单侧导数 (a) 和 U) 等于多少？ 

证因为 

A (a) = Iim + 

Ar -^-0 AX 

I Ax I • ®(a +Ar) 


lim 


Ax 


At 


/"+ (a) = lim 


lim [ — <p(a + Ax)] = — <p(.a ), 
lim /( a +_^)^/(£> 

a —+0 t^X 
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显函数的导数 



章一元函数的微分学 


= lim ( p{a + Ax ) = ( pia ). 

由于9(“）# 0,故/^ ( a ) 尹/^ ( a ). 

因此 / Cr ) 在点^没有 导数. 

【996】 请举出在已知点 a ，❼，没有导数的连续函数 
的实例. 


故 


解因为 :V = I T — a | 在点处连续且无导数. 
/( j *) = 2 \ x ~ a i U 


及 


尺 (:r) = Yl 丨 JT — a, 丨， 


均为在〜，心，…，连续且在这些点不可导的函数. 
【997】 证明： 函数 


/⑴ 


cos — ( 1 # 0 )及/( 0 ) 
00 


在点^ * = 0的任何邻域内具有不可微分点，但在点 *r 
的. 

绘制此函数的简图. 

证对于函数/( X)，我们有 

r 2 cos — 

t-^o x — y) x 

故 / (0) = 0,即 /( x ) 在 I = o 处是可微的 • 


0 是可微分 


令工 ” 




因为 lim ^~—~^ 



+ o(0 (a 7^ 0) » 


从而 /- (x 2w > 


jj m f (^2 n +^r) — f 、 工 U 、 

Ax 
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( x 2 ^ + Ax ) 2 


lim 


x 2n + Ar 


-0 


(X 2n + Ax) 


lim 


Lx 


COS7t 


( 


工 z” 


^ + o ( Ar ) 


Ax 


(x 2n + Ax) 


lim 


in ( 营 7t-o(Ar>) 


Ax 


同样 /+ (* r 2 „) = Tc . 

所以 f - ( xz „) # f + ( x Zn ). 

同样可证/ ^ (j ： 2^1 > ^ /+ (^2irfl). 

因此， / Cr ) 在点 A 处不可微，而对于 *r = 0 的任何邻域(一 仏幻， 
当 n 充分大时，总有 0< x „<5, 即 a G (~ S , d ). 

故在 : r = 0 的任何邻域内都有不可微的点.函数的图形在 Qr 轴的 


上方,在曲线 ：y = x 2 的下方.当 

不存在 • • 

如997题图所示 


2/7+1 


时， / Cr )=0, 且 / Cr ) 



fU) 


仅在 


x 2 , 
0 , 

0时有导数. 


若为有理数, 
若 x 为无 理数; 



X0 + Ar)-/(0) 
Ar 


证 /(O + Ar) — /(O) = (Ar, 当 Ar 为有理数时; 

^ ^ 10, 当 Ar 为无理数时. 

/( o ) = i im /(Q + ^)-/(o) =0y 
az— o Ax 

其次，当: T 关 O 时，我们分两种情况讨论. 

(1) 工为有理数，取一无理数序列 {X„}， 使得 


于是 /(0) = lim 




lim 


U )~ 


lim — 

z 舞一 j X n 


所以 9 fU ) 在任一有理数点: r (弇 o) 处不可微, 

(2) x 为无理数，取一有理数序列， U'„}， 使得 


•T, 


11-^00 


从而 


U f „)~ fix ) 


x n 






所以 ，/ U ) 在任一无理数点: r 处不可微, 
综±所述， /U ) 仅在: r = 0处有导数. 
【999】研究以下函数的可 微性： 

⑴尸| ( x -l)(x-2) 2 U-3) 3 I； 

(2) ^ = I cosx I; 

(3) 3 / = I 7T 2 —x 2 I sin 2 x； 

(4) y = arcsin(cosx)； 


(5) ：y 


宁 ™ 2 , 


当 i^Ki； 


Uxl - l , 当 

解 （1) 当 ： r 尹 1，2,3 时函数可微， 

现考察在1，2,3这三点的可微性. 

①当 : r = l 时，由于 

^ = I (Ar-D 2 (Ar-2) 3 |, 

Ax At 


lim 笋 

ir—H) Zir 


8 ，氬艺一 8 - 


故 
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吉米多维弯数学分析习题全解(二） 


因此^不存在.即函数: y 在: r = 1处不可微. 
②当上=2时，由于 


艺= Ajt | (Ar + l)(Ar-l) 3 |, 


所以 


lim ^ = 0, 

Ar-^O At 


因而: y 在 j * 
③当 


2处可微且:/ |„ 2 =0. 
3时，由于 


^ = ArlArH (Ar + 2)(Ar+ I) 2 | 


所以 


lim ^ = 0, 

Ar 


因而: y 在: r = 3 处可微，且 3/ L-3 = 0. 

參 

(2) 当 x 关妊+吾 G = 0,±1, 士2,…）时函数可微.而在点 


^ln 


2rnr + 吾有 


纪 = 丄 

Zlr 

iim ^ 

\x^o Zlr 


cos (2”兀 + 号 + Ax) 



Ar 


bx 


lim ^ =—1 ， 

Ax—0 t^x 

即函数： y 在 x 2/> 处不可微. 

同理可得: y 在: r 2irH = (2 r 7 + l)；r + 4 处也不可微. 


因此 《y = I COSX I在X = 々7T+ 吾(是= 0, 士 1，士2, …) 处不可微. 


(3) 当 1 关士 K 时，3；=丨 tt 2 ^ o : 2 | sin^r 可微. 
下面讨论在I = 7T 及1 =—7T 处的可微性 • 

当 Z = 7T 时， 


显函数的导数 i 第二章 一 充函数的微分学 


Ay _ I 7r 2 — (tt +Ax) 2 I sin 2 (7r + Ax) — 0 

Ax Ax 


所以 


lim 合 

A2—o Ax 


sin 2 Aj 1 27rilr + (Ar) 2 

Ax 


因此，函数: V 在 x =兀处可微. 

同样可证函数: y 在 : r =_ it 处可微 • 

因此 ，: v = l 7 T 2 - x 2 I sink 在(一 oo ，+ oo ) 内处处可微 • 

(4) y = arcsiMcosx ) 在 1 cosx | = 1 的点不可微，即在 :r 
kn(k = 0, 士 1，士2,…）处不可微. 

(5) 当 or 关±1时，函数： y 可微. 

下面我们讨论当 a * = 1及 x =— 1时函数的可微性. 

当 文=1 时， 


lim ^ 
lim ^ 

Ar-+0 /\r 


羊 (Ar + 2) 


lim 


lim 


Ar 

Az+1 

Ax 


-1 


lim 笋 

Ar - M ) At 


所以函数: y 在 0： = 1 处可微. 
当 o : =— 1时， 


lim ^ 

ir —-0 


lim 


— 1 f- Ax |~ 1 


lim =-^=-1, 

Ar -^-0 /XX 


lim 


Ar 0 /^X 

匕 1 ■ 士产 一 — I) — • (Ar) 2 

lim = lim --- 

Ai —+0 /XT 

所以，函数: y 在 i =一 1 处不可微. 

求下列函数 /( x ) 的左側导数和右侧导数 (1000 

【 1000 】 fix) =u I. 

解当 J ■关0时， 

f + (x) = f - (x) = f (x) = sgrur, 


1008) 
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当 : r = 0 时， 

f(0 + Ar)-f(0) = 丨 Ar 丨 二 Ax>0; 
Ax Ax i—1, Ax<0. 

所以 A (0) = 1,/- (0) =~ i . I 

【1001】 fix ) = [x]sin7TO：. 

解 当 6<: r <々 + l 时(々 = 0, 士 1，士 2,…）， 

f 一 ( 工 ）=/V (x) = ^TTCOSTTX 5 

当 x = 是时 (是= 0, 士 1，土 2,…），有 


/+ ( k ) = 



[是 + Ax]sin7i(^ + Ar) — 0 

Ar 




(々 + Ax) (— l)^sin(7rAx) 


/ - (k) = lim 


(H 

(是一1 + Ax ) simr (^ — 1 + Ax ) 


Ar 


(-l)^ l U-l)7r. 


【1002】 f { x ) = x | cos ^| ( x ^=0),/(0) =0. 

解 当 cos 互关 0, 即 j: 关 ^TT 时(々 = 0 , 土 1 ，士 2, …）, 

7T Z 々十 i 

/+ ( x ) = f - ( x ) 

=cos — 

X 


JC 

X 


cos 


7 T 

X 


sin 


cos 


x 


x 


(cos^ + ^sin^)sgn(cos ^)； 


当 x = 2 ! z -\^ i 时(々 = 0, 士 1， ± 2,…）， . 

设 x * = 2 k ^ rl^ k = 0, 土 1，士2,…）， 

=-- K+o(t) (< 一 0 )， 

a a L 


由于 


a+t 
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我们有 




/+ (x k ) = lim 


(x* + Ax) 


cos 


•r* + Ar 


(x k + Ax) 


Ax 


cos 


lim 


「！一 与 + o(Ar) 


L^k XI 


lim 


( x k + At ) 


Ax 


7r + a(Ar) 




( x k + /^ r ) 


lim 


sin(^^ + o(Ax〉) 




jr _ 

工 k 


2k+ \ 


7T. 


同理 /- Uk ) 


2 是 + 1 


7T» 


即 


M 


2k +1 



2k + l 


Zk + 1 


2 走 + 1 


n . 


【 1003 】 /Cr) 

解 


V sinx 2 . 


当 V^<| :c |< 7(2 是 + l)7ta = 0,l ， 2，- 

xcosx 2 ( 


•) 时 


/ + (x) = f - (x) 


V sinx 2 


当 : r = 0 时， 


/+ (0) = lim 


f(0) 


=lim 

^ r-MO 

f 一 (0) = lim 


v sinAr 2 


Ax 


1， 


/(0A + Ar)-/(0) 
Ax 


lim 



Ar 


=lim 


Vsin ^ x 2 


1- 
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V2kiz(k = 1 ， 2 , …）， 


/V ( V2kn) = lim 


lim 

Ar 


lim 


( V2kiz + Ax) — /(-/ 2kn) 


Ar 

sin( V2kn + Ar) 2 
Ax 

sin[2Ax V2k7c + (Ax) 2 

{^c 


同样 f- (y(2 灸 + i)tt) =— 00 , 
f ^ (— y/2kj：) =_oo ， 

A (- V(2k+ 1)1：) =+oo. 

/— (/abr),/^ (■TTO，/+ ( - V2hz ) ，/-(- 
均不存在 (A = 1，2,…). 

【 1004 】 /Cr) = —^Cr 关 0) ， /(0) =0. 

1 + e ， 


( 汉 +l)7t) 


解当时 , 


/ + (x) = f- (x) 


1 + 


~( 1 + i) e " 

(l + e+) 2 ' 


当 :r = 0 时， 


f + (0) = lim 


(0 + ^r) 
Ax 


( 0 ) 


Ar 

lim 

At 


lim 1 + 


e 士 


(0) = lim 


(0 + Zlr)-/(0) 


Ax 


lim 


1 + e 古 


110051 fix) 
68 — 



• 显函数的导数 I _数的 微分 学 


解当 a * 关0时， 

f \ (x) = f ^ (x) 


•re— r 


VI- 


e 


当 : r = 0 时， 


f ^ (0) — lim 


/(0 + Ar)-/(0) 
ha 


lim 


VI - e， 2 


lim 


Vl ^ 


e 


-(ArV 


Ax Ax 

同样可求得/ _ (0) =— l . 

【1006】 fix ) = I In j I I (x ^ 0). 

In I «r 丨， 当 I I > 0 时； 

解 fU ) =^0, 当丨： r |=1 时； 

l - In I x I , 当 0<| o : |<1 时. 
所以当 0 <|«r |<1 时， • 


f ^ (jr) = f- (x) 
当 U |>1 时， 

( a ) = /- (* r ) 


X 


X 


当 Ul = i 时， 


(1) — lim 


A (l) 


lim 

Ar -^ H ) 

lim 


lim 


/(l + zlr)-/(l) 

ln(l + At) _ , 
Lx ~ 1 

/(1 + Ar)-/(1) 
Ax 

—In 1 1 + Ax 1 

~Kx 


=—lim In I (1 + Aj ) 士 1 


0 


=—lne 


㈣ 一 ■ 


i . 


i 




同理可求 /% (― 1) = 1 ，/― (― 1) 


1. 
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【 1007 】 fix) 


• 2x 

arcsin IT^* 


解当丨： r |# l 时, 

/+ (x) = /_ 


2(l+x 2 ) 


v 1_ (r^?) 

2 ( 1 -?) 


(l+x 2 ) 2 


(1+x 2 ) 7(1-x 2 )^ 


sgn(l —x 2 ). 


1+x 2 


当 x = 1 时， 

A(i) 


lim /0 + Ar )-/(l) 

Ar 


lim 


lim 


lim 


flr . n 2(1 + Ax) 

1 + (1 + Ar) 2 
Ar 

• 1-(1 + Ar) 2 
arCSln I+(l + Ar) 2 
Ar 

； l-(l + /ir) 2 

arcsin 1 + (1 + ^ )2 

1-(1 + Ax ) 2 
1 + (1+Ax) 2 


=— 1 ， 

_ (1) = lim 


lim 


/(1+Ar)-/(1) 

Ar 

2(1+Ar) 

arCSm i + (l + ^r) 


lim 


Ar 

.(1 + Ar ) 2 -： 

抑 Sm l + (l + &) 


arcsinl 


l-d + Ao:) 2 
1 + (1 + Aj ：) 2 
Ax 


arcsinl 


Ax 


lim 


■ (1 + &) 2 -1 
arCSm l-Kl + Ar) 2 
(l + Ar) 2 -! 

1 + (1 + Ar) 2 


(l + Ar) 2 -! 
1 + (1+Ar) 2 
Ar 


同理可求 /+ (-D = 1，/— (-1) =—1. . 

【 1008 】 /(x) = (x — 2)arctan ― ^ 2) »/(2) 

解 . 当 o: 关 2 时， 

(^:) = /+ (^) 


- 占 +_[- 丄 ] 


arctan 


_1 _ x — 2 

Hi-2) 2 + l 


2 时， 


f + (2) = lim 


(2 + Ar)-/(2) 
Lx 


lim arctan —- = 
Aa—fO Ax L 


A (2) 


lim /(2 +^)^/(2) 

Ar-^-0 AX 

lim arctan ― 1 - =— 
o Ax Z 


【 1009 】当 x#0 时函数 /Cr) 


: csinj • 及 /(0) 


0 ,证明 


/Cr) 在 z = 0 处连续，但在此点既无左侧导数，又无右侧导数 . 
证因为 


lim/(x) 

Ar-^O 

所以， /(:r) 在 x = 
其次，因为 


limxsin — 

X 


=II = 


/( 0 ) 


0 点连续 . 


XO + Ar)-f(0) 


in --0 

• Ax 

~Ar 


= sin h 


tSx 
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显然 lim sin + 及 lim sinf 均不存在 . 因此 , /U) 在 x 

Ar—fo Ar Ar-^-0 AT 

点即无左导数也无右导数 . 

11009 . 11 设 x 。 为函数 /Cr) 的第一类不连续点， 


f- (x 0 ) = lim 


Xxo + h) - f(x Q - 0) 


及 


f + (x 0 ) = lim 

A-^0 


(xo+/i)-/U+0) 


称作函数 /Cr) 在点 《 r 。 的广义单侧导数 ( 相应地为左、右侧 ). 
求函数 fix) 在不连续点 : c 。 处的 /- U 。） 和 /+ (X 。 ). 若 


ti) = 7^^" 


(2) /(x) = arctan 


1 +工 

\— x 


(3) /Cr) 


1 + e". 


解 （ 1) :c = 0 为 /Cr) 


V + X 3 


的不连续点，且为第一 


类不连续点 . 


/(0 + 0) = lim 


^.vg±Z 


lim vT + x 

H) 


/(0 —0) = lim 


=lim (— \/l +a:) 




所以 fix) 在 x = 0 处的广义左侧导数 


- (0) = lim 

h ^ 0 


(0 + /z)-/(0-0) 
h 


V + h 3 


+ 1 


lim 


lim 


i-yr+A 


lim 


_ — h _ 

ha-^yrfh) 


广义右侧导数为 
72 — 



f ^ ( 0 ) — lim 


(0 + A )-/*(0 + 0 ) 


lim 


h 2 + A 3 
h 

h 


lim 

*-H-0 


TT^-l 


lim -- 

^/iC/lT^+l) 


注:原题误为 / Cr ) 




，此时 /( x ) 在 : r = 0 的左侧 


无定义 • 


(2)- r = 1 为 /( i ) = arctan ^ 的不连续点，且为第一类不 


连续. 


/( 1 + 0) = lim arctan j 土工 

1 ^ 1+0 1 —X 


/( 1 — 0) = lim arctan 士土工 = 

x-i-o l—x 

/(• r ) 在 x = 1 处的广义左侧导数为 


f - (1) = lim 


(1+/0—/(1-0) 


arctan 


lim 


2±h 

-h 

h 


arctan 


lim 


2Th 


— h 


arctan • 
lim - 


-h 

2+h 


2 + h 


/( x ) 在 x = 1 处的广义右侧导数为 


/V (1) = lim 


lim 


/(l+/i)-/(l+0) 

h 

• 2~j~ h , 7C 

arctan - —4--^- 

— n l 


lim 

A-H-0 


arctan 


2+A 
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=lim 


arctan 


2 + /i 

h 

2 + h 


1 

2 + h 


(3) x = 0 为 /Cr) 


A 

1 + e 士 


的不连续点，且为第一类不连 


续点 • 


/謂 = 鳃治 = 0, 


/(0 —0) = lim 


1 + e- 


所以 fix) 在工 = 0处的广义左侧导数为 


f- (0) = lim 


(0 + /i)-f(0-0) 


limi+4 

o h 


lim ~- e \ 
Ml + e 士） 


/( t ) 在 *r = 0 处的广义右侧导数为 


/+ (0) = lim 


(0 + /O-/X0 + 0) 


n 


(令 


，则 


lim 


l + e f 


【1010】 设： 

J 工 2 ， 若 : r 

X [ajc+bf 若 j :〉:^ 

为使函数 /Cx) 在点 x = T 0 处连续且 SI 微，应如何选取系数 cz 
和6? 

解因为 
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5 1 .显函数的导数 | mzM - '命数的齡 学 


f(x 0 ) = x\ = /(x 0 —0 )， 
f(x 0 +0) = ar 0 +6. 

所以当 x ? = or 0 +6 时， 

函数 /( x ) 在点: r 。 处连续 

又 f 一 (x。）= 2x 。 3 /+ (x。）= a. 

所以当 a = 2:c 。 且: r = ar。+6 时，函数 /(:r) 在 办 可微分•故 

a = 2x 0 9 b =—xo. 


【1011】设 

F(J：) = 


若 :r < j 0 ; 

^ X> Xq. 


其中函数 /U) 在: r = :r 。 为左侧可微，应选择什么样的系数 a 和 6 
使函数 F ( x ) 在点: r 。 处连续且可微？ 

解因为 


F ( x 0 ) = /( x 0 ) = F ( x 0 —0), • 

F ( x 0 +0) = azo +6， 

又 F 7 - ( x 0 ) = f ^ ( x 0 ) fF / + ( x 0 ) = a . 

所以当 ar 0 +6 = /( x 0 ) Ra = /- Cr 0 ) 时， 

FCr ) 在 a :。 连续且可微， 

从而所求系数为 

a = f 一 Cr 0 )，6 = /( x 0 ) — xof - ( x 0 ). 

【1012】 选择合适的参数 A 和 c , 用下述立方抛物线 

y = A(x — a ) (x — b ) ix — c )^ 

在区间 a < i <6 上，将两条半 直线： 

y = k \( a ： — a ) f (—oo <dx < C . a ). 

及 y = k 2 (x — b ) f ( b<ix < r \ - °°). 

光滑地连接起来. 

解 对于立方拋物线有 

y = A[(x — 6 )(x — c ) + (x — a)(x — c ) 

• + (x — a)(x —6)], 

此即曲线上任一点切线的斜率.当接点处两条曲线的切线重合 
时，它们就平滑地联接起来.于是 
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吉米多维奇戴学分析习题全解 G ：) I _ 

r 在点 a 处,有 

A ( a — b)(a — c ) = k \, 

2° 在点 6 处，有 

A(b — a)(b — c ) =々 2 ， 

联立上面两方程解之得 

A = ^1+^2 r ^ak z +bk } 

(b — a ) 2 ’ 是 1 +々 2 • 

【1013】 请用抛物线 

.y = a + hx 2 (| j * |< r ), 

(其中 u 和 6 为未知参数）去补充曲线 
y = (I x |> c ), 

的部分，使所得的是一条平滑曲线. 

解显然 c *>0， 

’要使两曲线平滑地连接起来，必须在 * r =± c •处两曲线有相同 
的纵坐标且它们的切线斜率相等，于是有 

a + bc 2 = — ^ i 2 bc =一 , 

c C 

联立解之得 

Sm 2 , m 2 

【1014】 如果 (1) 函数 /(： r ) 在点: r Q 处有导数，而函数 g (: r ) 
在此点没有导数; （2) 两个函数 / Cr ) 和 gCr ) 在点 A 都无导数， 
问能否断定两个函数之和 F ( x ) = f ( x ) + g ( x ) 在点 ：r = _ r 。 没有 
导数？ 

解 （1) 能.反设 FU ) 在了 = ^处有导数，又由假设知 
fix ) 在处有导数，则 gix ) = Fix ) — f ( x ) 在 x 。 处也有 导数， 
这与假设相矛盾. 

(2) 不能.例如 . 

/(x) = i ± izi , g ( x )= £ J = LH . ， 

在 X = 0 处均无导数，但 F ( t ) = /(X) + g ( j ：) = X 在： r = 0 



处可导且导数为 1. 

【1015 J 如果 (1) 函数 / Cr ) 在点: r 。 有导数，而函数 gCr ) 在此 
点无 导数; (2) 两个在函数 / Cr ) 和 〆 x ) 点 r 。 处都无导数，能否确 
定两个函数的乘积 F ( x )= /( x ). g ( x ) 在点 x = x 。 没有导数？ 

设 A =0,研究以下 例子： 

(1) / Cr ) = x . gix ) =| x I ; 

(2) f(x) = I x I ， g(i) = I *r |. 

解 （1) 不能.例如 

/( o :) 在 : r = 0 处有导数， 

g (- r ) = 丨 ：r I 在: r = 0 处没有 导数. 

而它们的积 

F ( o -) = = o : U I v 

在点 x = 0 处有导数，事实上 


lim 

lim 

Ar-^0 


^(0)==lim F(Q + A ^ ) ~ F(Q) 

=lim & 卜 1 _■ = 0. 

Ar -^0 

(2) 不能.例如 

/(• r ) =| T I 9 gU ) =| t U 

在点工 = 0 处都没有导数，但它们的积 
F (: r) = /(T) • g(jr) = | x | 2 = x 2 1 
在点 x = 0 处有导数， F 1 

F ’(0) = 2 jt | 户 0 = 0. 

【1016】 如果 (1) 函数 / U ) 在点 : r = gCr 。） 有导数，而函数 
g ( jc ) 在点 ：r = . r Q 无导数; （2) 函数 /( x ) 在点 z = g ( x 0 ) 无导数， 
而函数 fi ( jr ) 在点 x = Xo 有导数; （3) 函数 fix ) 在点 x = gCr 0 ) 
无导数和函数 g (* r ) 在点 x = x 0 无导数，问函数 
在已知点^ = o :。 的可微性如何？ 

设 X 。=0,研究以下 例子： 

(1) fix ) = x 2 = I of ! 5 

(2) fix ) = I X I , g ( x ) = X 2, ； 
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(3) fix') = 2x+| x 1 9 g(x) = 音 工一 j I x I- 

解 （1) i ^ U ) 可能存在，也可能不 存在. 

例如，考察函数 / Cr )， g (: r ) 及点 : r 。 如下： 

®/( x ) =x 2 9 g(x) =| X I 在点 i = 0 处 g (0) =0，/(0)= 
0 9 g ( 0 ) 不存在，而 

F(x) =/(〆：)）=(I j ； |> 2 =¥， 

在 x = 0 处可导，且广(0) = 0,这是 fU ) 存在例子 • 

② / Or ) =x,g(x) =|:r 1，在点 :r = 0 处，= 
1,^(0) 不存在，而 

F(x) = /(g(x)) = I x U , 

广(0)不存在，这是 /^( xo ) 不存在的 例子. ^ 

(2) ^( xo ) 可能存在，也可能不 存在. 例如 
①/( X )=丨 X I ， gCr ) =/，在点0： = 0 ，容 (0) = 0,/ (0) 不存 
在， 〆 (0) = 0,而 

Fix ) = / [ g (: r )] = | x 2 | = :? 2 ，广(0) = 0， 

这是广(工。）存在的例子. 

(2) /( x ) = | x |， gCr ) =： 1 ：，在点《 2 ： = 0 处 5 ( 0 )不 
存在, 〆 (0) = 1，而 

F(x)=/(g(x))=|xU 
广(0)不存在 • 

(3) F \ x 0 ) 可能存在,也可能不存在，例如 

① /( x ) = 2x+\ x 1 9 g(x) = - jx—y I x I ，在点 x = 0 处， 

g ( 0 ) = 0，/(0) 及 g (0) 均不存在，但 
F(x) = /I ： g(x)] 

= 2 (如-+|工丨)+|音' 1 -+ 1<2：1 

= x. 

故 〆 (0) = 1. 

② /( i ) = I x I , g ( x ) = \ x \ ，在点 o ： = 0 处 g (0) = 0,/(0), 


. 显函数的导数 


g (0) 均不存在，而 

FCr ) = /[ g ( x )] =| x I , 

F '(0) 也不存在. 

【1017】 函数 ; y = Z + 的图形在哪些点处有垂直切 

线?作出此图形. 


解 y = 1 + 一 {工參 k%，k 

3 v siar 


0, 士 1，士2, …） 


ibt 时，根据定义 


y = Hm ^ 

_ jj m ^7r + Ax + sin(^7c + Air) —kn 
Ar— o Ar 

，( 1 + 減:普卜 

故当 X = kn(k = 0, 士 1, 士 2, …〉 时，图形有垂直切线. 

当 x = h 时 ，: y = 图形关于坐标原点对称.如1017题图 

所示 



1017题图 

【10〗8】函数 / Cr ) •在其不连续点上可否有 （1) 有穷 导数; 
(2) 无穷导数？ 

研究下例: /( x ) = sgar . 

解 （1) 不能.否则将推出其连续性. 

(2) 能.例如，函数 
y = /(^) = sgar, 

在点 x = 0 处不连续，但 
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吉米多維奇数学分析习题全解 (二》 




lim 


1 Arl 
At 




+ 


Ax I Aa : I 

[1019 J 如果函数 fix ) 在有限区间 G ，6) 可微，且 j ^/( x ) 

3 ，则是否一定有 

(1) lim f ( x ) = oo ； 

x-^ar^0 

(2) lim I f ( x ) |=+ oo ? 


研究下例 :/ U ) = i + C os 丄（当 

X oc 

(1) —般地说，不能保证 


X 


0时） 


解 


lim f ( x ) 


例如定义在内的 函数. 

fix ) = — + cos — , 

X X 

显然， /(X) 在上可微，且 
lim f ( jc ) = oo # 

x-^0f0 



但是 


对于数列 a 


+ 户？ 


2 mr + ■ 


(n = 1,2,…）， 


显然有 lim x n = 0, 


且 

所以 


/( x „) = 0, 

= 0 . 

= oo 不成立. 


因而 lirg /^ x )= 。 

(2) 上面的例子也说明，一般地 
lim | fix ) I =+ oo ， 

j _ o4 0 

不能成立. 

【1020】如果函数 / Or ) 在有限区间 U ，6) 可微，且 lim /( x ) 
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:> ，则是否一定有 

lim fix ) = oo ? 

研究 下例: /(X) =方（当 x — 0 时). 
解不一定.例如 
/(x) = 

它在(0,6)(6>0)上可微，且 / Cx ) - 




显然 


lim / (: r ) =+ oo ， 

r^-H) 

lim fix ) = lim yfx 


然而 lim fix ) = lim vx = 0. 

j • I Q j _ |~Q 

110211 假设函数 / U ) 在区间 （ x 。，+ m ) 可微，且存在 
lim / Cr ), 由此可以得出 lim /( or ) 存在吗？ 


研究下例 : /(d 


sin ( a : 2 ) 


解不能.例如，函数 

/(x) = sin(xi) f 

X 

在 (0，+ cxO 上可微分 


f ( x ) = 2 cos ( x 2 ) 


sinCx 2 ) 


且 


lim fix ) = lim 


sinCx 2 ) 


但 lim/Or) 不 存在. 

【1022】假设有界函数 /Cr) 在区间 Cr Q ,+oo) 可微,且存在 
lim/(x), 能否由此推导出存在有穷的或无穷的 lim/(x)? 

x OO x »|oo 

研究例子: /( i ) = cos ( hur ). 

解不能.例如 

fix ) = cosdiu ：) J 

它在 (0, + oo ) 上有界且可微分，其导数为 

/( x ) =-^^： 



显然 lim f (x) = 0, 

然后，^ /( x ) 不存在. 

【1023】 对函数之间的不等式能否逐项微分？ 

解 不能.例如 

设 fix ) = 2 xy g (, x ) = X 2 +1, 

在 (一 00,1) 上有 /( X ) < g ( x ) , 

但在此区间上没有 

/( x ) < g 7 ( x ). 

因为 f (^) = 2 f g ( x ) = 2 x . 

【1 024] 推导出表示下述两个和式的公式： 

■P” = l + 2x + 3:r 2 + … +7IT"- 1 . • 

及 G , = l 2 +2 2 : r +3 2 a : 2 + 〜 ： fn 2 ， 1 . 

提示 :研究 U + j : 2 + …十/广 

解 设 

(Jn = X + X 2 + — + X", ① 

r” = 1 •: r + 2 •: r 2 + … +7U ：”， ② 

则 = l +2 :r + …+ 似 H = P ”， 

= l 2 +2 z :r + -+；2 2 a ^ 1 = Q n . 


ira 



: r(l-x”) 
1 —x 


所以 


而 

所以 


广〜'”=[脊]' 


(” + lXr " + 


jrH 


Tn = 

On = 


(1-x) 2 ， 

■r (1 + 2：r + … + nr d ) 
r\=P n +xP\ 


xP 




+x 


■ l -(72 + l )，+ ra ^- 


( l - x ) ： 


(l-x) Z 

1 + :r - (n +1) V + (2# + 2n - l)〆 1 

(1-x) 3 




110251 推导出表示下列和式的公式: 
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显函数的导数 


及 


解 


S” = siar + sin2:r + …+ sirmr. 

T„ = cosx + 2cos2x+ ••• + wcosnr. 

S n = ——-—— 2sin 吾 sinx + 2sin *sin2«r 
2sin 2 2 


+ … 


+ 2sin fsinnr] 


^| [(C0S 


x ^ 3x 
Y — cos T 


(-T 


COS 


5 ^ 


+( 


cos 


2w — 1 


X — cos 


2n + l 


)] 


cos — cos 


2sin 




sin 兰 sin 


sm 


所以 


sin 孕 sin --"j"—x 


sin ^ 


T n 


sin 与 sin n ~- x 


sm 
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吉米多维奇数学分桥习 ■全解(二) 


W sin # sin ^ 


x — sin 4 


2 sin' 


i 工 


nsin ^-sin x — sin 2 


T n 


2 sin 


2 工 


【 1025, 1 】推导出表示和式的公式： 

S n = ckr + 2ch2:r + …+ nchnr 

提示 : S rt = ( shr + sh2x + … + shrurY. 
解 设 = skr + sh2j + … + shnr ， 


T ” 


[(e J +e 2jr + M + e” 一 (e ’ + e.〜+ … + e m )] 

re T (l-e") e_ T (l-e • 瓜 ） ] 

I 1-e 4 1-e ' 」 

re ^( l - e v ) . 1- e^l 

1 i — 厂 + T ^」• 


l + e" 一 e 


( n-\U 


1-e" 


从而 


一 0 (^+ i)x 




(^ — (” + l)e < d ) :+”e- wr )(l-^> + (l + e r — 

(1 一 〆 > 2 


2 〆 一（《 + !)/ 


【 10261 利用恒等式 

cos |cosf … cos f ； 


+ ne {r&2)x +ne^ -(n + \)e 

2( 卜 d 


一 Of 


\U 


SUIT 


2 n sin 


推导出表示和式的 公式 : 


+ 咖音 + |tanf + … + ^ tan | 


解对等式 




= COtr - 

【1027】证明可微分的偶函数的导数是奇函数，而可微分的 
奇函数的导数是偶函数.请对此事实给出几何解释. 

证设 / Cr ) 为偶函数，则 

fix) — /(— 工)， 

两端对: T 求导数得 

/ (x) 

即 /(- x ) =-/( x ), 

亦即 /(： r ) 为奇函数. 

同理可 证:可 微分的奇函数的导函数为偶函数. 

这个事实说明 :关于 Qy 轴对称的图形，其对称点的切线也关 



于 Qy 轴对称;关于原点对称的图形，其对称点的切线互相平行 • 
【1028】 证明可微分的周期函数的导数仍然是具有同样周 
期的周期函数. 

证 设 fU ) 为周期函数，周期为 : T 
则 fix + T ) = /( x ) ， 

两边对: r 求导数，得 

/(x + T) = 

即 /(X) 是以： r 为周期的周期函数 • 

【1029】 如果圆半径以2厘米/秒的速度均匀增大，当圆半 
径 R = 10厘米时，圆面积以什么样的速度增加？ 

解 设圆的面积为 S 
则 S = nR \ 

且 莹 = 2 ， 

所以 璧 = 2 nR 乳- 、。= 4 。；1 ( 平方厘米/每秒 h 

故当尺为10厘米时，圆面积的增加速度为 40 tt 平方厘米/每秒. 

【1030】长方形的一边1 = 20米，另一边: y =15 米,如果第 
一边以1米/秒的速度减少，而第二边以2米/秒的速度增加，问 
此长方形的面积及对角线变化的速度是多少？ 

解 面积为 S = xy ， 对角线的长为 

I = Vx 2 +y (x 〉 0 ，： y 〉 0), 

对时间《求导数有 

dS _ dy , dr 



按题设有 2 = 20 , y = 15, 



代入上面两式得 
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_ §1•显函数的导数 \ m^M 

f = 20*2 + 15 •(—1) = 25， 

.^ = -20 + 2 , 05 =0 

山 ywrw 

于是，该长方形的面积以奶平方米/秒的速度变化而对角线以 
0. 4米/每秒的速度变化. 

【 1031 】 轮船 A 和 B 由同一码头同时出发， A 船向北， i3 船向 
东，•如果 A 船的航速为30千米/小时， B 船的航速为 
40千米/小时，问二船之间的距离以什么样的速度增加？ 

解记时间为 〆 小时 ） ，A 与 B 离码头的距离为30〖千米与 
iOt 千米故两船间的距记为 

A 


码头 B 


1031題围 

d ( t ) = yoor ) 2 + (40 O 2 " = 50 K 千米）， 

故两船间的距离增加的速度为 d \ t ) = 50( 千米/小时). 

【1032】 假设 

f( . = [ x , 若0< j :< 2; 

S l 2 x -2, 若 2< x <+ oo , 

S ( x ) 表示由曲线: y = /(工)、轴 Qr 和经过点： r (x > 0) 垂直于 Or 
的直线所围成的面积.请写出函数 S (: r ) 解析公式，求出导数 
YU ), 并作出函数 : y = S \ x ) 的图形 • 

解当 0< x <2 时， 


Six ) = ， 

当2<0：<++的时， 




SCr ) 


2 2 十备 (x —2)[2 + (2x—2)] 


x 2 — 2:r + 2 ， 


S ( x ) 


0< j<2 ； 


所以 


lx 2 -2 x + 2, 2< x <+ oo . 

仏当 0<« r <2 时， 

l 2 x -2, 当2 0<+00时. 

S \ x ) 的图形如 1032 题图所示 



1032鼴明 

【1033】函数 SCr ) 是由圆弧: y = — P ,轴 Qr 及经过点 
O 和 《 r ( 丨 *r 而与轴 Or 垂直的两条直线所围成的面积，请写 

出函数 S ( x ) 的解析公式，求出导数 fCr ), 并作出这个导数的 
图形 • • 

解若 SCr ) 等于一个直角三角形的面积加上一个中心角为 

a 的扇形的面积，其中 sim = ¥，故 

a 


当 0<|: r|< a 时， 

S(J：) = ^ v^^+farcsinifi. 


于是 


. 反函数的导数•用参数表示的 








y = S \ x ) 的图形如1033题图所示 


(0<| x |< “）. 



1033题图 


§2. 反函数的导数，用参数表示的函数 
的导数，隐函数的导数 

1. 反函数的导数 若具有导数 /( x ) 关0的可微分函数 y 
= JW ( a < x < b ) 具有单值连续反函数 : r =广 （: y ) ，则此反函 

数也可微分，且公式= 4* 成立. 

， y r 

2. 用参数表示的函数的导数 

若方 程组: d ')’ ( a < t < p \ 

\y = 

(其中 〆 /) 和 0(0 都是可微分的函数，且 〆 (£)尹 0) 在某个域内 
确定: y 是 X 的单值可微分函数 A = Cr )) ,则这个函数的导 

数存在且可以根据以下公式求 出:: V 。= 

•IT / 

.3. 隐函数的导数 

如果可微分函数: y = : y ( x ) 满足方程 

F(x,y) = 0, 

则此隐函数的导数 y = / U ) 可由以下方程 求出： 
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差 [F(x，))] = 0 ， 

其中 F ( x . y ) 被当作变量 x 的复合函数 • 

【1034】 证明： 由方程/ +3 y = x 确定的单值函数 ： y = 
yix) 存在，并求出其导数: /(X). 

证 对于函数 

x = f{y) = : y 3 + 3 y ， 

有 = = 3(/ + 1 ) > 0(—oo < 3 ;〈十⑺). 

所以 f{y) 在(一 oo , + co ) 内是严格增加的函数，故存在单值的反 
函数 : y = : y (* r)(— °°<1 <+°°)，且 

/ _ 1 1 ‘ 

^ x 一 _ 3 (y+ 1 ). 

【1035】证 明：由 方程. 

y — esiny = x (0<e<l )， 

确定的单值函数 J = 少工）存在，并求出它的导数: V 、 

证 对于函数 ：r 二 f(y) = esiny , 

有 ^ / ( y ) = 1 — ecos ^ > 0 (― 00 < .y <+°°)* 
故 f ( y ) 在(一 〜， +〜） 上是严格增加的，从而存在单值的反函数 

y = : y (^ r ) ，且 y x = -^r = ^--- • 

x y 1 — ecosy 

【1036】若 

(1) y = + lnx Cx 〉 0); 

(2) y = : r + e:; • 

( 3 ) 3; = skr ； 

( 4 ) y = thx. 

确定它们的反函数 x = ： T (： yO 的存在域，并求出它们的 导数. 

解 （ 1) 由怒 =1 +士 > 0 (工 >0 )， 

知，有单值连续的反函数 ：r = xO ) 其定义域为一 oo <; y < + co , 
而导函数为 


I ，禮 _学 


dr 1 

5 = 7： 


x 


+ 丄 

X 


x + r 


⑵由: /j = l+f〉0 知，有单值连续的反函数 x 

其定义域为_ ~ < :V <+ oo, 导函数为 

• 乜 = 1 1 ^ 1 

4y 3^ 1 + ^ 1—jc + jy. 

(3) 由：/, = cKr>0 知，有单值连续的反函数 x = 

定义域为 一 00 <：y <+°°，而导函数为 

dr _ 1 2 _ 1 

石 = 7 T — — 


x(y) 


工(: y )， 其 


〆 + e _ 


yi+y 


⑷由:/, 


ch 2 x 

定义域为 一 1<7<1,其导函数为 

cLr_ 1 


>0知有单值连续的反函数 x = x(：y) ，其 


ch 2 x. 


而 


所以 


y 2 = th 2 x 


ch 2 x 


sh 2 x _ ch 2 x— 1 
ch 2 x ch 2 jc 


1- 


ch 2 x* 


— y 


故 


dr = 1 

dy i — y 


[10371 

(1)3^ = 

⑵尸 


若 

l^-x 

x 2 


(3) y = 2e" J - 
请选出反函数 x 
并作其图形. 


e 


x(：y) 的单值连续的各枝，求出它们的导数 


解 （1) 由: r 4 -2 x 2 +：y = 0. 


得 /^=1士/1—乂 

所以反函数的单值连续的 各枝: 
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f\(y) =— V 1 + vl — y (― 1 )， 

fz 、 y) =— Vl— yi — y ( 0 < ； y<l )， 

My) = y/l-VY^ (0< ： y<l )， 


My ) 


l — y 1). 


^ = 4x-4x 3 , 


得 

从而 f i(y~> = ^d'LjZ) (i = 1,2,3,4). 

如 1037 题图 1 










有 


. 反函数的导数*罔参数衮示的 
导数，辕函數的 


mmm 


从而 /.( y ) - (1 ^/- )2 
如1037题图2 



二章 


1 , 2 ) 



1037题图2 

(3) 由 ；y = 2 e_ T — e +， 

得 e、 = 1 士 /l —y. 

所以反函数的单值连续的各枝为 

fi(y) =- ln(l + v/T :r ^),(-oo< ： y< 1). 
/ 2 (*y) =—ln(l — \/1 — y)f(0 < > ^ D- 


由 g = _2 f + 2 e ' 

1 1 





吉綱奇数学分析习题全解 o j 


【1038】 若: T = — 1 + 2卜 f，：y = 2 — 3Z+A 作出函数 y = 
: v(x) 的略图，并求其导数/，当 •!■ = 0及0： =— 1时 ^ y x ( x ) 等于 
多少?在什么点 M ( x , y ) 处导数 yAx ) = 0? . 


解 




dt 

dr 


3+ 3之 2 
l-2t 


- 4 ( 1+0 


当 Z =— 1 ，即 : r =— 4，;y = 4 时 ,y jix) = 0? 
当 x = 0 时 ， / = 1 ，此时 y T (jr) =— 3 ； 

当 =— 1时，/ = 0或£ = 2,此时 


:⑴ 


或: y ’ A ) 


列表 


t 

一 2 

一 1 

0 

1 

2 

3 

4 

X 

一 9 

一 4 

-1 

0 

-1 

-4 

一 9 

y 

0 

4 

2 

0 

4 

20 

54 


当/ <一 1时^ > 0 ， 函数: V 随自变 ft 增加而增加,曲线上升. 


当/>_1 时 g <0, 曲线 下降. 
如1038题图 
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§2. 反函数的导数，用参数表示的 
函数的 




US&i 


求出导数(参数为正数 )（1039 〜 1046). 


【1039】工 




yy 


1- 



解 


dt 

dr 

d7 





于是 


dr 

11040] 

解杂 


V (1 — 4 t ) 2 
办 6 /- F — 

^ 一彳〆1_荻) 3 

dt 

= sin 2 t 9 y = cos 2 1. 


(t > 0 ♦/ D- 


所以 


办: 

dr 

【1041】 

m 办 

m dt 
dr 

110421 

m dt 
dr 

【1043】 

解出 

dr 

dt 

dr 


— 2sin/cos “ 

— 2sin/cos^ 
2sin ， cos 《 

= acost 9 y = 
bcost , ^ = 


dr 


2s\ntcost. 




bsint. 


a sin/. 


bcost b 

■ ■■ - — 

— asint a 


cott (0 <| f |< 7t) 


=achtjy 

6ch/ ， 营 : 

bcht = A 

ash 《 a 


-■ 6sh/. 
asht ， 


ctht (f # 0). 


= acos 3 t 9 y = asurt. 
3asin 2 /cos^ 


3acos 2 rsinr ， 

3asin 2 rcQs/ 

- 3acos 2 ^sim 


tani 


it ^ kz ~\~ Y ^ 为整数) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二) 


【1044】 


解 


【1045】 


解 




a(t — sin/) 9 y = a(l — cost). 


dy _ asint 
dr a(l — cost) 


cot 


(t ^ 2kn 9 k = 0 , 士 1 ， 士 2 …） 


J x = e"'cos^ ，3； = e Zf sin 2 r. 
髮 = 2 e 2 / sin~ + 2 e 2 ’sin/cos£ 
= 2 e 2 / sin/(sin/ + cosr) 


2 e 2 f cos/(cos^ — sin/) 


dy _ 2 e 2 ’sin/(sin/ + cost) 
dr 2 e 2i cosKcosr — sin/) 

sin/ • ^ sin ( r + f ) 

cos/ • >/^cos(/ + 号 ) 


tan 卜 tan^/ + -j* j 


(f # 务冗+寻 ，/尹 友兀+年，是 = 0, 士 1，士 2,…) 


【1046】 


解 




dr 

di 


arcsin 


T+? 


arccos 


Tfr ?- 


1 r_ 1 1_ sgru 

〒L (i + ⑯」 =(i + « 2 )，. 


1- T+? 


l- 


兩 ― 7!^ i 

1+t 2 1 +Z 2 


1 + r 


sgn/ 

于是 ^ = sgn / (0< M <+ ①). 

IT? 

【1047】证 明：由 方程组 

x = Zt-\-\ t\,y = 5t 2 +it\t\ 9 

确定的函数 y = : y ( x ) 在 r == 0 时可微分，但它在此点的导数不能 
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反函数的导数.用#数表示的 


用普通公式求出. 

证当^由0变化到 A/ 时, JT 由0变化到 Ar = 2A?+| A/ 丨， 
3；由0变化到 Ay = 5(A/) 2 +4A/ • | AT | 
zpa Ay = 5(A/) 2 +4A/ •丨 A/ I 

丁疋 aj- x=0 _ 2 a7TTa/ 


13A/ Ar >0, 
I A/ Ar<0, 


从而 ^ — 0, (M — 0) ， 

即 : y = : y ( x ) 当 / = 0 时可微分.但由于 u I 当，= 0时不可微.因 
而 ^及 g 当/ = 0 时不存在.所以，导数 g 当纟= 0 时的 值不能 
从普通公式求得. 

求下列 隐函数的导数/,(1048〜 1053). 

[1048] x ^ lxy - y 1 = lx 

问当 o : = 2 且 : y = 4 及 《r = 2 且 : y = 0 时，:/等于多少？ 

解 对 T 求导得 

2 x -\- 2 y + 2 xy f j . — 2 yy / jr = 2, 

于是 y \ = ^- x --y u ^ y ) 9 

工 —y 

所以 y, ^ I J= j = 1 I rJe = ~ T 

【1049】 y 2 = 2 px (4 k 线). 

解 对 * r 求导数，得 2 yy \ = 2p 9 

所以 y , = A (: y 关 0), 

y 

110501 < + 系=1 (椭圆 )• 

<1 D 

解 对 *r 求导数，得 



所以 y x =— (jyT^o)- 

A y 



吉米多维奇数学分析习题全解(二) 



【1051 】 yfx -\-Jy = yfa 
解两边对: r 求导数得 


(拋物线). 


所以 


【1052】+ 3 ； 3 = 


Cr 〉 0 ，： y>0). 
f (内摆线). 


所以 


( j - 7^ 0). 


in (对数螺线) 


x 2 )~ x 2 +y 


所以 


其中 


解两边对; r 求导数 ，得音 _ +音秦/. 

^ y r U^o). 

【1053】 arctan ^- = In y / x ^ + y 2 (对; 

JT 

解对工求导数得 

. _ I _ 

1 + (fpz : 2 )一 x 2 +y 

、 y x = (x ^ y,x 0 ). 

x y 

【1054】求出:/,， 若： 

(Dr = cup - (阿基米德螺 线）； 

( 2 ) r = a(l + cos ^) (心脏形线） ; 

(3) r = ae ^ (对数蠣线 X 

r = y x z + y 2 及 9 ? = arctan ^ 为极 坐标. 


(j 关 y 9 x 7 ^ 0 ). 


于是 


解 x — rcos^> 9 y = rsin 史 ，其中 ) 

dy_Z^^ S[TU P^ rC ° S< f 3 

dr dr dr • 


r((p) 


A(p 




① 


rsin ^ 


( i)f = a 代人①式得, 
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• 导数的几何意义 第二章 一元 函数的微分学 


( 2 ) 


dr 

dr . 
d(p 

dr 


(3) 


dr = 
dtp 

cLr 


a^xncp^r acpco^cp _ 
acos ^ — a ^ sin^p 

—asinp 代人 (1) 得， 


tan (^ + costan ^) 


— asin 2 y + a (1 + cosy) cosy 
- asincpcosq) — a( 1 + cos^>) sin^j 

cos 2 y + cosy 

sin 2 p + sinp 

# 

2 cos 孕 • cos 菩 ^ 


2 sin 




cos 


cot 


3cp 


(#0,9^ 士譬) 


* 代人①式得, 


ame m<f • siny+ ae my cos^ 
am e m 9 zo?,(p — a^ m 9 sxrup 

^in g .+ co_sy = tan / + 
mcoscp— smp . V 


arctan 


m ) 


3. 导数的几何意义 


1. 切线和法线的方程 

对可微分函数 ：y = fU ) 图形上一点 MCr ，： y ) (图 7) 处的切线 
MT 和法线 iWN 的方程式分别具有以下 形式： 

參 

Y-y = y \ X - x ) 

和 Y — ^ =_ AcX — x ) 9 

y 

其中 x ， y 为切线或法线的流动坐标，而：/ = fu ) 为切点处的导 
数值 ■ 

2. 切线和法线线段 

对于切线和法线 线段： 

PT 为次切线， PN 为次法线， MT 为切线， MV 为法线(图 7) 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 



图7 

设 tana =父，计算得出以 下值： 

參 

PT = 4 ,PN = \ yy f 

m= ^ yi+y z ,MN =1^1 v/i+y 2 . 

y 

3. 切线和切点向径之间的夹角 

如果 r = f ( cp ) 为极坐标系中曲线的方程，而0为切线 MT 和 
切点 M 的向径 OM 所成的角（图 8) 



图8 

參 

则： tan /? = 

【1055】求 : y = (z + P 为在各点 A (—1，0〉, B (2,3)， 
C (3,0) 处的切线和法线方程. 

解由于 

/ 3/r - 1 JT + 1 
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: y z 


. 导数的几何意义 


I 、瓤 •，V r% ••】 %M U ^ fA 9'p^h < % •> # r/，' 罾 •%••'••. • • • 礞， 


所以在 A (— 1,0) 点的切线方程为 ^-0- y . Ix »- i(x + l ) 


^( x + 1 ). 


法线方程为 : y - 0 =-^(x +1) ， 


3 /o 

y =- y ( x + l ) 


在 B (2,3) 点的切线方程为 

(: y — 3) = y\ I 户 2 (:r — 2 )， 

即夕 = 3. . 

法线方程为 x = 2， 

. 由于在 C (3,0) 点: ^ = oo , 故切线方程为 


法线方程为 


[1056] 在曲线 : y = 2 +：r — x 2 . 上哪些点的切线. 

(1) 和 Ct 轴 平行； 

(2) 和第一象限的角平分线平行？ 


解因为 y — I — 2 t . 


(1) 令:/= 0得 


，尸 2 + + 一(士) 


故在点 d + ) 处，其切线平行于&轴. 


(2) 令 y =]，得工= 0，夕= 2， 

故在点(0,2)处，其切线和第一象限角的平分线平行. 
【1057】 证明: 抛物线 


a(x — xx)(x — x 2 ) (a ^ 0,Xj < x 2 ). 


和 Cb : 轴相交成彼此相等的两角 a 与/3 ( 0 < a <吾，0 <#<吾乂 
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吉米多维奇数学分桥习题全解 (二) 


证抛物线与 Qr 轴的两交点分别为义(心，0)，6(«2： 2 ,0)， 
由于 ： y ’7 = 2 az — a ( j ： ] +* r 2 )， 、 

故在点 A ， B 的切线的斜率为 

kA — 2ax\ — a(x\ +o ： 2) 

= a(xi — x 2 ) = tany = tan (7 r —/?) ， 
k B = 2 ar 2 — a ( x \ -\~ x 2 ) = a ( x 2 — x \) = tana . 



1057 题图 

故 tan/3 = tan (7 r — y ) =— tany =—a(j： } —jr 2 ) = tana ， 

因此 a = 尽 

【1058】 请在曲线 : y = 2 siru ， (— 7 r ^ x ^ 7 r )» 

上确定“曲线的坡度”(即 I y 1) 大于1的 区域. 

解 y = 2cosx. 

要 I ：/ l > 1 只须 I . cosx 1> +， ， 

即 l：r |< 号及 

因此当 

•- re (― •f ， f) u 卜 _f)u (_，' 

时曲线 y = 2 sinx (— k ^ o :^ k ) 的坡度大于 1. 

【1059】 函数/ = :与％ = :r + 0. OlsinlOOOTU ： 彼此相差不 
大于 0. 01,问这些函数的导数之差的最大值是多少？作出相应的 
图形. 

解 导函数之差的最大值. 



§3 •导数的几何意义 I 第二章 一元函数的微 分学 

max | y — y \ | = max | 10 兀 • cosIOOOtto ： |= 10k. 

如 1059 题图所示 



1059题图 

【1060】曲线: y = lar 与 Ox 轴的交角是多少？ 

解 曲线: y = lar 与 Qr 轴相交于(1，0)，设曲线与 Qr 轴的 

相交角为 a， 则 tan^ = ^ =1， 

• X r=l 


故交角为 f. 


【1061】曲线: y = x 2 与： r = /的交角是多少？ 

解. 两曲线的交点为 (0,0) 及 (1,1) 由于导数为 y = 2:r 及 

y = _，故在(0,0> 点两曲线的交角显然为 f 在 (1,1) 点，两切线 
的斜率分别为6 =2及込=|. 

故其交角0巧正切为_ = J ^ k z = f ， 


于是 


6 — arctan 


【1062】曲线 y = siar 与 y = cosx 的交角是多少? 


解解方程组 
\y — siru :， 
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吉米多维裔数学分析习题全解 (二) 


得当: r = 为整数）时，两曲线相交，其次，求两曲线在I 

= 々7T+f 处切线的斜率为 

k\ = (siar/ I J = (― 1)^ 

h = ( cost )’ \ x=k ^ = (— l) Kl y , 

在: r = j + 紜处交角 d ( O ^ d ^ f ) 的正切为 



于是 0 = arctan2 72 70 。 3(/. 

II 063】 为使曲线： y = arctarmr («>0)和 Qr 轴的交角大于 
89'°， 应当如何选择参数 n? 

解曲线 y = arctarmr 与 Qr 轴的交点不妨取 ( 0，0 ) 点，故交 


角 0 的正切为 tan^ = y L» 0 = 】+ ^ nx ) 2 一 Q = n 

d > 89。, 等价于 tan^> tan89° = 57. 29 ， 即 n > 57. 29. 

11063. il 证明：曲线; y = 1x1 。 

(1) 当 0O<l 时，与 Qy 轴 相切； 

(2) 当 l< a <+oo 时，与 Qr 轴 相切. 

证曲线 y = U |°在坐标原点 (0,0) 与 Qr 轴及 Oy 轴相交. 
(1) 当 0<a<l 时，在: r = 0 处有 


v ， + (0) = lim 

Ar ’ K 

y - (0) = lim 


1 Ax | g —0 
- Ar 

1 Ar | Q -0 
Ax 


故在 (0,0) 点曲线与 C^y 轴相切. 

(2) 当 l < a <+ cx > 时在 : r = 0 处有 


y U=o = lim 


Ax \°-0 
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= 0. 




§ 3 •导数的几何意义 | 第二章 一元函 数的微_分学 


故在(0,0)点曲线与 Cfc 轴相切 • 

[1063.2] 证 明：对 于函数 

oc |°, 若 a # 0，:r # 0， 

若: r = 0. 

的图形，经过点 A(0，1) 的割线的极限位置是 Qy 轴. 


y 



证 当 a>0 时， lim | x |° = 0,故当: r — 0时经过 A(0，1) 




的割线的极限位置是通过 A(0，1) 和 0(0,0) 的直线，即 Qy 轴.当 
a<O0^Jjm|x 卜 = co, 故当： r — 0时经过 A(0,1) 点的割线，其 

斜率趋于=.因此其极限位置为 Qy 轴. 

【1064】确定曲线 


ryij 

y /1 — e ~ alj 2 在点: r = 0 处； 
9 … 1处. 


( 1 ) ^ = 

9 

(2) y = arcsin 】 在点: r = 1 处 • 

左切线和右切线之间的夹角. 

解 （1) 函数在 x = 0 点的左、右导数分别为 

/ ，• a/ 1 p u Z -r 2 


y - (0) = lim 


lim 

-0 


y \ (0) = lim 


X 


/ e - 2 - 2 

V -a 2 


— I ci I 


y / l ^ 


e 


x 


所以在 X = 0 处，左、右切线的夹角 0 满足 




tan ^ 


2 1 a I 

a 2 - l 9 


即 


6 — 2arctan 


(2) 函数在 x 


I ^ r 

i 处的左、右导数分别为 
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(1) 

= lim 

卜 1-0 

• 2 x 

arcsin — ~r — 
1+ x ^ 

• arcsinl 

X—\ 



= lim 

^1-0 

• 1 — x 2 

arcsin J + 



x — 1 



= lim 

J ^ l-o 

.1 — x 2 
arCS，n 1+：r 2 

l - JC 2 

1+ x 2 


l ~ x 2 # 

1+ X 2 

1 —:r 

y “ o ) 

=lim 

. r-^rO 

• 2 x 
arCS，n 1+x 2 

arcsinl 

X — 1 



• 

•- lim • 

• r^fO 

• x 2 — 1 
arCSm i +^ 

X — 1 

=—1. 


因此左、右切线的斜率互为负倒数，故，左、右切线的夹角为 

110651 证 明:对 数螺线 r = 和常数）的切线与 
切点向量径形成固定的角度. 

证设切线与切点的向经所成的角为/?,由于 

r = ae — , 〆 = 7 nae inF . 


所以 tar ^=4 = ^ 为一常数，故沒为一常董. 


【1066】 确定曲线 y = or ” 的次切线长度，并由此给出作此 
曲线的切线的方法. 、 


解设在曲线上的任一点 MCra ) 的次切线长为 / r ， 如1066 
题图所示 


It = ! PT | = 


_y_ 




CLZ n 


X 

tana 



nax tr 1 


n 


因此，我们可以按如下的方法作该曲线在点 M (: r ，. v ) 的 切线： 对于 
曲线上任一点 M ( x ^) •过此点作垂直于 O 轴的直线，垂足为 
若在 P 点有3^/>0,则在 P 点的左侧取点: T , 使丨 FM = 



1066 題图 

;反之，则 p 点的右侧取点： r , 
n 

使 I PT 丨.然后联接 MT , 则 MT 就是所求的 切线. 

n 

【1067】 证明: 拋物线 y = 2/ U ： 的 

(1) 次切线长等于切点横坐标的两倍； 

(2) 次法线为一 常量. 

给出作拋物线切线的方法. 

证 （1) 因为 2： yo / = 2/>次切线长为 

l T =\ PT \= ^= p _ = y ~ 

y 

= =2|x|. 

P 

所以次切线长为切点横坐标的两倍. 

(2) 次法线长为 

/.、. = 1 PAM = I jy / 丨=卜 • ^■卜户 • 

所以，次法线长为一常量. 

因此,可按下面的方法作拋物线的切线；由曲线 y = 2/> x 上的任 
一点 MCr ，： y ) 作垂直于 Qr 轴的垂线,垂足为 P •由: y / = P ， 故当 
P >0( P <0) 时，在 Qr 轴上 P 点的左(右）侧取点 T ， 使 I FT I = 
2|^|，联结 7 M , 直线 AfT 即为所求切线. 
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吉米多维奇数学分祈习题全解 (二） 


如1067题图所示. 




1067题图 

【1068】证明 :指数 曲线 : v = 的次切线为 

一常量，给出作指数曲线切线的方法. 

证次切线长为 


h=lPTl= \p\ = \JL 


lna 丨 ’ 


从而次切线的长为一常数. 

按如下的方法作曲线的 切线; 对于曲线 : y = v ( a 〉 o ) 上的任 
一点 MCr ,; y ) ,过该点作直线垂直于 Qr 轴，设垂足为凡当 a > 1 
时，: yy > 0,故在 Or 轴上 P 点的左侧取点: T , 使 


\ PT \ 


\na' 


当 a < l 时,: y / < 0,故在 Qr 轴上 P 点的右侧取点7%使 


IPTI 


…， | lna r 
连接 MT ， 即为所求直线. 
如图1068题图所示 
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1068题图1 




• 导数的 几 何意义 第二章一元函数的微分学 


【1069】确定悬链线; y = ach ^ 在任一点 M(:r。 ，>)的法 


线长 • 


解法线长为 I 
y = sh — , 


卜 I yiTT^ko，: 


所以 


TT 7 


l + sh 2 


ch 


I mv | = | ^ i - l ^| = r ^ (# o ). 


【1070】 证明： 内摆线 =^( a>0 ) 
之间的切线段长度是一常量. 

证在方程 xi ^两边对I求导得 


^(a>0) 的介于坐标轴 




故在曲线上任一点純(&，: ydCr。 參 0) 处的切线方程为 


y — yo 


3 展 


(x — Xo )• 


它在两坐轴上的截距分别为 

乙=土0 + i^Xoyo d x = yo + ^/ oclyo . 
于是，切线在两坐标之间部分的长度为 


而 


f = 十 4 ， 

H + l 2 y ^ Xo +^0 + 3 X (, U +3 ^a ^03^0 
=^ 0 + 3^0 + 3 ^x 2 oy^(i^+ 

=W W + 3 \/ a 2 xlyl 
=—yj ) 3 +>»o +3 ^/(ajc^yo) 2 
=a 2 — 3 a ^ yj + 3 a 3 yj + 3 ( 虹 0 3； 0 )1 
= a 2 — yj ( a ^ — y § )+ 3(0 X (^。” 

— a 2 — 3(axoyo ) 言 + 3(ar 0 ^o 
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吉米多维奇数学分桥习题全解 (二: 


= a z . 

故 l = a . 即内摆线+^3 = af ( a >0) 的切线介于坐标轴之间 
的部分的长为常量 

【1071】若抛物线 : y = a * r 2 + fer + r 与 Qr 轴相切，系数 
r 之间是什么关系？ 

..解 因为夂 = 2 ax +6. 

要拋物线: y = or 2 +6 r + r 与 Or 轴相切，必须:/ = 0. 所以 

2x-\-b = 0 , 

即 X=Z ~2a 

另一方面，切点的坐标需满足 

ax 1 +&T = 0 ， 


即 x =— g 士 & W — 4 ac \ 

# 

因此 b 2 — \ac = 0 . 

此即系数满足的关系. 

【1072】在什么条件下，立方抛物线 ：y = P + Ar + g 与 Or 
轴相切？ 

解因为3/ = 3/+/)， 

要使曲线与 (知 轴相切，切点的横坐标必须满足下列方程组 

/3X 2 +p = 0, ① 

lx 3 + px = 0, ② 


由①得 



代人 ②得士 J— ^ (—音+户) = —q, 

即⑴ 3 + ( f ) 2 = o . 

当 P 、 q 满足上述条件时，曲线与 Qr 轴相切. 

【1073】参数 a 为何值时，拋物线 y ^ ax 2 和曲线 y = \nx 
相切？ 
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. 导数的几何意义 


解设两曲线的切点为 Cr ， W ，则有 



lax 


① 


lar ， ② 


由①得 x 2 


2a 


( a ^ O ) 


代人②得 lar 



囚此 = = 

II 074】 证明： 曲线 : y = f ( x ) ( fix ) > 0) 与 j 
在公共点彼此相切，其中 /( x ) 为可微分函数 • 

证设两曲线的公共点为 Cr ,： y )， 则由方程组 

m . (/(,)> o ). 

\y = /( x)sirkir t • 

得 sinox = 1，其中 


/( j-)sinor 


2kiz + ^r 


0, 士 1，士 2,…）. 


I it f 

故两曲线的交点为—_，而在交点处，两曲 


线切线的斜率分别为 


2々71十 


2kn + ^ 


2^ sin (2 是71 +号) 


fa/ lk ^~l cos 


(2是兀+ 


jr 



吉米多维奇数学分析习题全解(二) 


=/ , 

a 

从而 k x — k 2 » 

因此,两曲线在公共点彼此相切. 

【1075】证 明:双 曲线族 * r 2 —/ = a ~ x：y = 6 构成一正交 
网，亦即这两族的曲线成直角相交. 

证 设双曲线: r 2 —y = ^与双曲线: r：y = 6相交于点 MCr ， 

: V )，则在此点曲线/一/= a 的切线的斜率 h 满足 
2 x — 2 yh \ = 0, 

即 k { =^. 

y 

在同一点曲线 a = 6的切线的斜率 h 满足 : y + d 2 = 0， 

所以 k 2 

J ： 

因此 •务 2 = 爹•（一 f ) = — 1. 

即此两切线垂直.即两双曲线在交点垂直，两曲线族成一正交网. 

11076] 证明:拋物线族} 2 = 4 a ( cz —: r )( a >0) 与 / = 46(6 
+ : r )(6>0) 构成正 交网. 

证 设抛物线 y = 4 cz(a — x ) 与拋物线 y = 46(6+ x ) 相 
交于 Af (: r ，： y ) 点.则在此点曲线/ =4 a ( a _ ar ) 的切线斜率 h 满 
足 2 yk { =— 4 a , 

所以 k , 

y 

在同一点曲线 y = 46(6 十 J ) 的切线 斜率心 满足= 46， 
所以 ^ 

: y 

因此 k x k 2 =-^ f 9 

y 

又点 M ( x ，： y ) 位于两条双曲线上，故 
4 a(a — x ) — 46(6 + x ). 
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• 导数的几何意义！第二章一元函数的微分学 

■ ran ■ ■■- ■ m w rmn 

解之得 jc = a — b . 

所以 y 2 = 4 a[u — (a — 6): = 4 ab . 

故 k y k 2 =-^=- L 

y 

故两切线正交 • 因此,该两拋物线族构成正 交网. 

【1077】 写出曲线 

jc = 2 t — t 2 = 3/ — r 3 

在点 (1)/ = 0；(2) /= 1处的切线和法线的方程. 

解 3二 3 H — ) 

M dr 2-2, — 2 (1 七 )• 

(1) •当 z = 0 时， 

^0 ,y = 0,^ = l , 

因此切线方程为 J = -|- x , 

即 — 2 y = 0. 

法线方程为 : y =— 

即 2 x-\-Zy = 0. 

(2) 当 f = 1 时， 

x=\,y = 2,^ = 3, 

故切线方程为 : y — 2 = 3 Cr _ l )， 

即 3 x — y —\ — 0. 

法线方程为夕 一2 =-+(： r — l )， 

/ o 

即 x + 3 y -7 = 0. 

【1078】 写出曲线在各点 （1)z = 0 ; 
(2) t = 1,(3) t = oo 处的切线和法线方程 • 


解 


(2-2/)(1+/ 3 )~(2/-/ 2 )3/ 2 
办 = (1 + r 3 ) 2 — 

dx (2 + 2/)(l+r 3 )-(2r + / ? )3? 

(J+t 3 ) 2 
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= 2 —2 卜 4r 3 +d 

2 + 2t-it 2 -t A 

(1) 当 f = 0 时， 


o，：y = o,^ = l. 


切线方程为^ = x . 
法线方程为 7= — 1 
(2) •当 ^ = 1 时, 


切线方程为 : y 


卜音) 


3 :r — 3； — 4 


法线方程为^ 




即 x + 3 .y — 3 = 0. 
(3) 当 f = co 时， 


0 ，：y 






(注意:此时是考虑 / — ⑺时的极限，即当 / — OO 时,; r -^ o，：y — 0, 

砮一 0. 

切线方程为: y =- 
法线方程为 ：y = x . 

【1079】写出摆线 :r = a(r — sin /) = a(l — cosr ) 在任意 
点/ = fn 处的切线 方程. 给出作摆线的切线的方法. 

解因为 

办 I — a sin/ I _ . t I _ t. 


賴 

一 asin/ 

=cot \ 

,=f o 

a acost t=r 、 

2 


cot 


r=, o 


于是，切线方程为 


j —a(I — cos/ 0 ) = cot ^-ix — aUo — sin / 0 )]， 
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_ § 3 -导数的几何意义 I 第二章： •一元 函数的微分学 

化简得 j — 2a = (x — at 0 )cot y. 

由此可知，切线通过点 ( c ^，2 cO , 如1079题图所示 



1079题图 

4 ZPCT=^t 09 

而 OT = 7 P = a /。 ， 7 Q = 2 a , 

故 Q 的坐标为 ( o / n ，2 fl ) ，它在切线上. 

于是摆线在 P 点的切线可如此来作，过滚动圆与极轴 
( Or 轴）的接触点: T ， 作直线垂直于极轴轴），它与滚动圆相 
交于另一点 Q ， 联结 PQ . 此即所求切线. 

【1080】 证明： 曳物线 





吉米多維 潑数学 分析习题全解(二) 


\ a \\ cost | 


cost 


=\ a \. 

即曳物线有一定长为 I a 丨的切线段. 


写出下列曲线在指定点的切线和法线方程 (1081 

【國 100 + f 4 = 

=1， M (6,6.4 乂 

解因为 

• 

" _ 64 x _ 

16 x 

^ 100 ：y 

25/ 


1082 ) 


从而在 M 点的导数为 


1=6 


16 X 6 
25 X 6. 


所以在 M 点的切线方程为 y -6.4 =— 音(0： — 6) , 

即 3 x -\- 5 y -50 = 0 . 

法线方程为 : y — 6 . 4 = |^ — 6) ， 

即 5 x — 3 y — 10. 8 = 0. 

【1082】 ：r;y + Inj = 1 ,M(1,1). 

解方程 ■ry + livyc 1 两边对求导得 

y + xy^+^y, = 0 . 


从而 




故切线方程为: y_l =—+ Cr — 1>， 

即 x + Zy — 3 = 0. 

法线方程为>» — 1 = 2 ( x — 1)* 

即 2 x — y —\ = 0. 
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§4 •函数的微分 第二章一元函数的微分学 


§4. 函数的微分 

1. 函数的微分 如果自变量为 I 的函数 y =/ Cr ) 的增量可 
用以下形式 表示： 

Ay — A ( x ) dr + o ( dr)fdr = Ax 
则此增量的线性部分称作函数: y 的微分:办= A ( x ) cLr . 

函数^ = /(* r ) 的微分存在的充要条件是存在有穷导数/ = 
/"( 1 )，且有 dy = y 6 jt . ① 

如果自变量: r 是另一新的自变量的函数，公式①在这种情况 
下仍然有效(一阶微分形式的不变性). 

2. 函数微 小增量 的估计 为计算可微分函数 /( d 的微小 
增量可利用下式 

fix + Ax )-/( x )^ 

如果 /( x ) 关0,当 I & I 足够小时，其相对误差可任意地小. 

特别是，如果自变量的绝对误差等于 I 丨，则函数 ：y = fix ) 

的绝对误差丨丨和相对误差心用下列公式近似地 表示： 

△: y =丨 y^x I, 

/ 

及 8 y = . • 

【1083】 设 

(1) Ax = 1; (2) = 0. 1 ；(3) Zir = 0. 01. 

对于函数 

fix ) = : r 3 — 2 :r + 1， 

求出 （1) A /( l );(2) d /( l )， 并进行比较. 

解 4/(1) =/( l + Ar )-/( l ) 

= (1+ Ar ) 3 —2(1+ Ar ) 十 1-(1 —2 + 1) 

= Ar +3( Ar ) 2 + ( Ar ) 3 ， 
d /( l ) =/( l)Ar = (3« r 2 -2) UiAr - Ar , 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二） 


将所求值列表比较如下 



Afd) 

d/( 1) 

Ar 

Ar + 3(Ar) 2 + (Ar) 3 

Ar 

(1) Ar = 1 

5 

1 

(2) Ar = 0.1 

0.131 

0.1 

(3) Ar = 0.01 

0.010301 

0.01 


从上表可看出，当 Ar 愈小， A / X 1) 与 d /( l ) 之差愈小. 

【1084】运动方程用下式表示 

x = 5 t 2 , 

其 中/以 秒计， x 以米计 • 

若 (1) △/ = ：! 秒 (2) 〜= 0.1 秒(3〉 〜 = 0.001 秒，当/ = 2 

秒时，求出路程的增量&及路程的微分 dr ， 并进行比较. 

解 Ar = 5(2+ zy ) 2 -5-2 2 
= 2( W +5 ㈤ 2 ， 

dr = x t |户 2 么 = 10, \ t ^ z^t = 20 At . 

(1) 当 A = 1 秒时， 

• Ar = 25 米 ， dr = 20 米. 

(2) 当 A =0.1 秒时， 

Ar = 2. 05 米 ， dr = 2 米. 

(3) 当 A = 0. 001 秒时 

Ar = 0. 020005米 ， dx = 0. 02 米. 

由上可见，当 A 愈小 ， I Ar — dr | 就愈小. 

求下列函数^的微分 (1085 〜 1089). 

【1085】 

解 dy = ydx =— ^ 2 ^ ( j ： 7 ^ 0). 

泰 

籲 

I 1086 J V = —arctan — (a 声 0). 

a a 
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Va 2 — x 2 y/a z — x 2 


dy 


y/a 2 —x 2 

【1090】求下列 微分: 

(1) cKoreO; 

⑶ d ( 去) ， 

(5) d( y/ a 2 +x z )； 

(7) dln(l — x 2 )； 


(\x\<\a\). 


(2) d(sinr — xcosx); 


⑷艘); 


(6 )d 


yi ^?) 5 


(8) d^arccos T~J j ; 


Wd te + iH -( f + f )|} 


1 1 A 




解 （ 1) dCreO = (xen f ±c = eHx + l)dj：. 

(2) d(siai'— xcosx) — (sinr — jrcosx/dx — xsinxcLr. 


(3) d( 


7 dr (x ^ 0). 


(4) d 


(!f) 


2 — lar 
2x2 


)dr 




dr 


dr 


(x>0). 


(5) d( v/a 2 T? ) 


xAjc 


(6) d 




(7) d(ln(l-x 2 )) 


yr^+ 

r 1 " 

dr 

(1-jt 2 ) 音 


2x i 


—x 2 


dr 


i<D - 


= — 


)d(arccos y^)=— 


1- 


(— 古 ) ••^idr 


dr 

jt Vx 2 — 1 


(U|>1). 


(9) d 


siar 


+ |ln tan(f+|)|] 


2cos 2 x ' 2^| V 2 

「 cos 3 x + 2sin 2 j：cosj 
L 2cos 4 jt 


「 cos J :r 十 2sin^j：cosj , 1 1 , 

L 2cos 4 j 2coso :」 

- (:々兀 + 号，是 = 0, 士 1 ，士 2,…) • 


设为 x 的可微函数，求出 函数少 的微分 （ 1091 〜 1095). 
[10911 y = icirw. 

解 = vwdu + iavdv~\~ uvdw. 
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-函数的微分 


二章一元函数的微分学 


110921 y = f 2 


解 Ay = 

[10931 ^ 


v 2 du 一 2itudv vdu — 2udv 


(v^O) 


_J_ 


解办 = — 


udu + vdv 

( W 2 +x/")i 


(2wdu + 2vdv) 


! 2 +V 关 0) 


110941 y = arctan 


解 dy = 


vdu — udv 


1 + 


1 


vdu — udv 
u 2 -\-t/ 


(v 7^ 0) 


【 1095 】 3 ; = In vV +V 2 . 

AT1 , 2adw + 2vdv _ udu + vdv 
解 d3；= 2(V+x/)— 一 u 2 +z/ 

【 1096 】求下列微分： 


(u 2 +t/ 7^ 0) 


⑴ 2x6 一 : 9); 


(3) 


d(siar) 


vu/ d(cosx) f 

厂、 d(arcsiiir) 
d(arccosx)' 


( 2 ) 


(4) 


d _fgj] 

dCr 2 )、J 

d(taar) • 
d(cotr) ’ 


SUIT 


解 


( 1 ) 


dC?) 


[o: 3 -2(x 3 ) 2 -(x 3 ) 3 ] 


=1 — 4x 3 — 3x 6 . 

(2) 由 # 为偶函数，故不妨设 *r>0 , 则 


d /siar 


d(^ 


)= 


dCr 2 ) 
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cos y/o? -— • sin \/?" 

2 7? • 


COSJ ： 


2x 


Slur 


xcosx 


显然，上式对 X < 0 时也是正确的.故 


d /siar\ xcosx — siar , , 

d(7)\-rr ^ 2 ? — 。关 0) . 


(3) 


d(siar) 

dCcoso:) 


cosj ： cLr 
- siar dr 


cotr 


(x ^ kn，k = 0, 土 1，土 2，".）. 


⑷ 


d(tarir) 

d(cotr) 


sec 2 xdr 
— csc 2 xdr 


sin^ 

cos 2 


一 tan 2 


(•r 尹 々7t + f ，务 = 0, 土 1，士 2,… j. 


(5) 


d(arcsirir) 


JL 


dr 


—1 


(I x |<1). 


、 … d(arccosx) 1 _«• ▲ 、一 

- 一 nr 

【1097】设扇形的半径 i ? = 100 厘米，圆心角《 = 60°，如果 
(1) 其半径1?增加1 厘米; （2) 圆心角 a 减小3(/，问这个扇形 
的面积变化是多少?给出精确解和近似解. 


解 扇形面积 S = j - R 2 a . 
(1) 当 a 固定, R 变化时，_ 


AS 


[(R+^R) 2 -R 2 J 


+ J 


a(AR) 


dS = RadR. 


所以当 i ? = 100 ,a = ^ iAR = 1 时 


数的微分丨 第二章一元函数的微分学 

AS = 吾 [200 + 1] = 105. 19 平方厘米， 

0 

dS = 100 . I - 104. 67 平方厘米(增加). 

(2) 当 K 固定, a 变化 时. 

AS = y /? 2 A Zt dS = ^ R 2 d fi . 

所以，当尺=100 , a = f ，么=_ ^时， 

AS = | • 100 2 - (-36o) = - 43 - 61 平方厘米， 

dS = Y • 100 2 - (—品 )=-43.61 平方厘米(减少 )• 
【1098】 单摆的振动周期（以秒计）的计算公 式是： 

T =27 r Vf ， 

其中/为摆的长度(以厘米计 ） = 981 厘米/秒 2 为重力加速度. 
为使周期了增大 0. 05 秒，对摆的长度/ = 20 厘米需作怎样改变? 
解 周期： T 对摆长/的微分为 

dT= lE # _L d/ = _^ d/ , 

/g 2 fl JJl 

将 dT = 0. 05 = 981 = 20 代入上式得 

dz== 0 一 义 2 . 23 , 

K 

即摆长增加约 2. 23 厘米. 

用函数的微分代替函数的 増置， 求下列各式的近似值 （1099 
〜 1103). 

【1099】 yi 702 . 

解设 f ( x ) = ^ x , x 0 = IfAr = 0. 02 

则 /(x ° )= ^L ，如 

d/(x 0 ) = / (j：o )Ar ^ 0. 0067 ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 


于是 


则 


1. 02 = f ( x 0 + Ar ) ^ f ( x 0 ) + d /( j 0 ) 
= 1+0. 0067 = 1.0067，. 


即 / T 702 ^ 1.0067. 

[1100 J sin 29°. 

解设 fix ) = siar ， x 。 = 

贝 lj sin 29° ^ /( x 0 ) + f ( j 0 )Ar 


180 


sin 


«)(- 


180 


73 


i-iio x f- a4m 


【1101】 cosl 51°. 

解设 /(x) == cosj* , x 0 


57T 


180 COsl5r ^ COS ^ _sin f 


7 t 

180 


- 0. 8747. 


【1102】 arctanl . 05. 
解设 /(- r ) = arci 


arctarirtXo = 1 • Ar = 0- 05 


arctanl . 05 ^ arctanl + ^ X 0. 05 


= 0.8104( 弧度) • 

【1103】 lgll . 

解设 fix ) = lgx , x 0 = 10 ，Ar 




« I = 


1. 0434. 


L 1104] 证明近似 公式： + ^ 


(a>0), 


其中 I x (正数 A 和 B 之间的关系表示 A 与 B 相比 
较时， A 为高阶无穷小 .） 

请用此公式近似地 计算： 

(1)75；(2) /34;(3) v /120. 




. 函数的微分 



.章一元函数的微分学 


并同表中的数值比较. 

证 设 f ( y ) = yfy^yo = a 2 ,Ay = x 


则 


f yn + Ay ^==4 y (当 时）， 


\/? + x 々 a + 差 （ 

(1)V^5 = y^TT 义 2 +j 


(当 I x k< fl 时) • 


2 - 25 


査表得 75 ^ 2. 236. 
(2) >/34 = /6^ 


— 2义6 _ g = 5. 833 


査表得 /34 = 5. 831. 


(3) /120 


yil 2 -l = 11-^ = 10. 9545, 


査表得 yi 20 = 10. 954. 
11104. 11 证明 公式: 


Va 2 +: = a + 


Ya 


(a>0,x>0) 


其中 0 

证由1104题我们有 


而 


= a + 蓋—\/ a 2 + X 


( a+ i) z ~ (a2+j) 

a + ^+y^T^ 


4 a : 


(a + ^ + v4M^ 


当 a >0，: r >0 时，显然有 

八 〆〆 x 2 


0< r < 


4 a 2 (a + y ?) 
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I 吉米多维奇数学分析习题全解 (二)_ • 

r I ■ ■■ nn —n _ '■■■■■ m 1 . . ■ ! _ ■■■ ■ i ■ _ n ■ ■ ■■■■ ■■ ■ " ■ ■ 

因此 Va 2 = a ~^ f a ^ r 0 < r <^- 
[11051 证明近似 公式： 

7a n + j 々 a + ’ (a > 0) 

na 

其中丨 o ： |《 a . 用此公式近似地计算 •• 

(l)-^9 ； (2) V^80;(3) ^100?(4) TlOOO. 

证设 f ( y ) = Ty^yo = a\Ay = x 

则 7 yo +Ay ^ v ^ + — ^ T (当 I Ay I 《 

. n Vyr 

所以 

+ (当 U I 《“时 )• 

na 

(1) ^9 = 於 l 7 ! 义 2+ = 2.083. 

(2) ^80 = 〜3 — ^-^3 = 2. 9907. 

(3) Vm = ^2 7 -2S^2-j^ = 1.938. 

(4) 71000 = 1^2 10 -24^2-^25 = 1. 9954. 

111061 正方形的边长 x = 2. 4 米士 0. 05米，由此来计算这 
个正方形面积的相对误差和绝对误差是多少？ 

解 正方形的面积 
A = x 2 , 

则 ^ = 2 - 

于是，面积的绝对误差为 

M = 2 X 2. 4 • 0. 05 = 0. 24平方米， 

相对误差为 

dA= 与 Ar =2%^ = 4. 2%, 

工 二。 5 2.4 
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【1107】 为了计算出球的体积精确到1%,向测量球的半径 
R 时允许发生的相对误差是多少？ 

解球的体积公式为 

v 十， 

从而 dV = 47tR 2 di?. 

所以球体积的相对误差 

dv — 狀 

8v= V = 許 3 = 3 I 

因此，半径 R 允许发生的相对误差为 

Sr = jSv < X 0. 01 - 0. 33%.' 

【1108】 借助单摆的振动即利用公式 g = _ (其中 / 为摆 

的长度 ，了 为摆振动的全周期）来求重力加速度.当测 11(1) 摆长 
/；(2)周期 r 有的相对误差5时对贫值有怎样的影响？ 

解 ( l )8 K = | j = S ,， 

即 g 的相对误差等于摆长的相对误差. 

dT 
T 

即容的相对误差是周期相对误差的2倍. 

【1109】 求出数 xCr 〉 0) 的常用对数的绝对误差，设此数的 
相对误差等于 

解若5很小，我们有 

ln(l+5) 义 5 ， 

因而，所求的绝对误差为 • 

|lg(x+Ar)-lgx|= |lg(l+ 竽） 





=1 lg(l+5) |=^Yoln(l + 5)^0. 434^. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二) 


【 1110 】证 明:用 正切对数表求出的角度比用十迸制同样位 
数的正弦对数表求出的角度更精确. 

诂正切对数函数的微分为 

d(lntanp) = -r — ~^-— = ^- ， 

lnlO • tan^cos <p InlO • sir^pcos^? 

于是 \ dcp \= InlO • I sirup (• | cos ^ f | d ( lgtan ^) 丨 , 

而正弦对数函数的微分为 

scpdcp 


① 


d(lgsin^)) 


InlO • sin〆 


于是 I d 炉 I = InlO • I sirup | • 


cos<p 


I d(lgsin^)) I , 


② 


比较①、②两式的右端.由于假设确定 lgsinp 与 1 啡呼时，具有同 
样的误差.而 

1 


cos<p 


^1^1 cos^ I ， 


故①所确定的 I 知丨小于等于②式所确定的丨如 I . 
因此,求角度时用正切对数表比用正弦对数表更精确. 


备 S . 高阶导数和微分 


1. 基本定义 函数 *y = / Cr ) 的高阶导数由下述关系式依次 
确定(假设相应的运算均有意义） 

f n) ( x ) = {/ < ^ I ) ( x )} / • (n = 2,3-). 

如果函数 /( x ) 在区间 U , 6 ) 上有连续导数 /^ Cr ), 则可 
记为： 

fix ) e C ^ U ，*)， 

特別是，如果 /(: r ) 在 U ， 6 ) 区间具有各阶连续导数，则 记为: 

/(x) e dw, 

函数 y = /(： T ) 的高阶微分由以下公式依次 确定： 
d n y = cKd ^ 1 ^) (n = 2,3”.）， 

其中取 d'：y = dy = 3 / dr . 

如果 x 为自变量， 则有： 
d 2 x = d 3 a : = ••• = 0 . 
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• 高阶导数和微分第::章一元函数的微 M 学 


在这种情况下，以下公式成立: 


d n y = y 

2 . 基本公式 

( 1 ) ( 〆 ) ㈤ = 

(2) (siar ) ⑹ 

(3) (co&r) (n 

(4) (^) <n) : 

(5) (lar )(”） 




ln n a (a > 0)?(^) 


cos 


>+?). 
卜 +f). 


m(m — l)***(m — n-\- Dx^, 


3. 莱布尼茨公式如果函数 w = < p ( x ) 和 v = ip { x ) 有”阶 
导数(可微分 n 次），则 


(uu) (n) 

其中 M < o > = 


Scw )， 

1*0 • 

= t ； 且 C : 为由72个元索每次取 f 个的组合数. 


同样地，对微分 d ” （抑） 有： 

n 

d n {iw) = 2 C n dT'u d!v , 

i=0 

其中设 d°M = w 且 d % = !；• 

求出/，若 (1111 〜 1119). 


【川1】 y = xVY +^. 


解 / 


叫 


l + 2a: 2 

/ YTx ^) 


TTZ 


l+2x 2 

VTfx 1 


4 x / r +7"-( i +2 x 2 ) 

l ^ Kr 2 


1 + x 3 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二) 

^x(3 + 2x 2 ) 

~ ( i+W 


111121 


y 


X 


yi - x 2 


VI -x 2 + 


x 2 


A"T 1 / 

解 y 


71 — 工 2 


(1-X 2 ) 


(1- X 2 ) 音 


y = (- 音 )(-2:r)(l—jr 2 ) 号 


Zx 


(l-o- 2 )i 


(| x |< l ). 


【川3】尸 e ' 

解 y =— 2xe '" 2 1 


ww 

y 

111141 

解 ：/ 

// 

y 


2e~ jZ +4x 2 e _jZ = (4x 2 — 2)e _J 


: y 


sec^Xt 

2seer • secx • tanx = 2sec 2 x • taar 


+ = 0, 士 1 ，士 2, …) 


[11151 y = (1 + x 2 ) arctanx. 
解 y = 2ararctanx + (1 + 1 2 ) 
= 2ararctanx + 1, 
y = 2arctaar + 


1 + x 2 


1 + x 2 


【1116 】 ：y 


arcsinx 


解 


y 


xarcsinx 


(l_:r 2 ) 音 


y 


2x 


(1-x 2 ) 2 
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-i) 音 +3^(1-2)+ arcsinx 


3j 

(1- x 2 ) 2 


(l-o 2 ) 3 
(1 + 2x 2 ) arcsiar 


( UI < 1 ) 


11117] y = j:\nx. 
解 y = lnx+ 1. 


[11181 
解 y 


【川 9 】 

解 ： / 


.丄 U >0). 

x 

y = ln/(x). 

一 /⑴ 

— / ⑴ • 

. f (jr) f(x) — 「 疒 (x )] 2 ( 

尸 Cr) 

3 ； = J ： [sm(lar) +cos(lar)]. 
=sindar) + cos(lar) 


(fix) > 0) 


+ x[cos(inx) — sin(lar)] • 


2cos(lar), 
2sin(lrir) 


U>0). 


【 1120 】设 : y= e 咖 cos(siar )， 求 : y(0), ： y’ （ 0) 和 /(OX 
解： y (0) = 1， 

y = e sirir • cosx • cos(sirir) 

— e 肅 cosx • sin(sinx) 

=co&r [ cos (sinr) — sinsiar ]， 
y(0) = e 。 • 1 • [ 1 - 0 ] = 1 , 
y = e^Ecos 2 ^ • cos(siar) — sinxcos(siar) 

— cos 2 a:sin(siru:) — cos 2 xsin(siar) 

+ siarsin(siar) — cos 2 xcos(sinx)] 

=e sinr {— 2cos 2 xsin( siar) 

+ siar[sin(siar) — cos(sinx)]}. 
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吉米多继奇数学分析习题全解(二) 


于是 /(0) = e°(0 + 0) = 0. 

设 II = 9(x) 和 v =〆 x) 为二次可微的函数，求 / ，设 ( 1121 〜 

1124). 

[11211 : y=“ 2 . 

解 y = 2uu\ 

y = 2u 2 + 2uu /f = 2(i/ 2 + uu ，f ). 


【 ” 22 】 y=ln^. 




(uv > 0). 


111231 ^ 

解 y = 



’ + vu r 


(⑽ " + r/ 2 + W " + T/ 2 ) 

v "__\/ u 2 + 

y ~ — 

( u 2 + z / )(uu f + vu ，； ) + (uv — vu) 2 


( u 2 +# 

( W 2 + x /> 0 ). 

[11241 y = u v (u>0). 

解 lny = v\nu 9 


所以 


y = u v 

y" = u v vlnu + ] 


+ f [v' f inu + 亨 + + ' 

“ l _[(t/ln« + U + v\m + 2 + -^-u — -^u 2 • 
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设 /( x ) 三次为可微的函数，求出/和 3 ^，设 (1125 〜 1128). 
【 1125 】 y = fix 1 ). 

解 y = 2 xfix 2 ) 9 
/ = 2/(x 2 ) +Ax 2 

y w = \xf /， (: r 2 ) 4 - (x 2 ) +8x 3 / v (x 2 ) 

= 12W )+ 8W ). 

【 1126 】 y = f(^y 

解 —Mi )， 

士 ) +Mi )， 

，一 Mi)-| 也 ) -Mi)- 知 ( 士 ) 

(x ^ 0 ). 

【 1127 】 y = f(^). 

解 y = e J /^ e J ), 

/= e "/’( e ")+ eW ), 

y w = ^/( e ") + 3 e 2j / ， ( e ") + e 3 V ^ CeO . 

【 ”28 】 y = f(\nx). 

解： / =士/，(1虹)， 

y =— ^/(lar) +^2 / '(lar) 

# 

=-^c/' dnx) —y^dar)], 


【1129】 


多 [/, (lnr) — f (lnr)] +-^[/^ (lar) —/'(lru:)] 

參 

「 [ 广 (lrir) —Zf (lnr) + 2 / ^(lar)]. 

=/4&)),其中 〆 ^)为可多次微分的函数 • 
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来多维奇数学分桥习题全解 ( 


解 y = <p (工)/(?>(工)>， 

y = cp \ x ) f {( pix )) + [ 〆 (: r )] 2 ,( p ( i )) ， 

/ = /U)/(〆 ：)） +3〆(: r)/ (: r)/’(9( ： r)) 
+ [^ ， ( x )] 3 /* ， (^( x )). 

【1130】 在以下二种情况下： 

(1) o •为自变量； 

(2) :r 为中间变董， 

求出函数 y = e z 的 d 2 % 

解 （1) d：y = e ^ drtd 2 ^ = e " dr 2 . 

( 2 ) = e ^ Arjd 2 ^ = e ^ d ^ + ^ dr 2 . 

设 x 为自变量，求 dh ， 设 （1131 〜 1133). 

【1131】汐= - J \+ x 2 . 


解 dy 


d 2 y 


【1132 】 y 


I - K ? 


lar 


) ， dr 2 


( 1 + x 2 )^ 


dr 2 


解 y =^ a -\ nx),y =— 

所以 d^ = ( 

【1133 】： y = . 

解 y = (1 + lru :). 

/ = /[(l + lar ) 2 + 士]. 


2 lar — 3 


U>0) 


所以 d 2 y = /[(l + lar ) 2 + 士 ] dr 2 . 

设 k 与 v 都为变量 x 的二次可微的函数，求 tfy ， 设 （1134 
1139). 

111341 y = uv ； 

解 = udv -\- vdu 9 
—134 — 


d 2 y = du • dv-\- ud z v^~dv • du + vd 2 u 
= ud 2 v-\-2du • dv + vd 2 u. 


【1135】 


解 dy 


vdu — udv 


du-\-vd 2 u — du 9 dv— ud 2 v) — 2vdv(vdu — udv) 


【1136】 

解 

6 


[11371 

解办 

d 2 y 


【1138】 

解办 


A 


v(vd 2 u — ud ? v) — 2dv( vdu — udx;) f 一 
= - ^ - • 

y = u m v n (m 和 w 都是常数）； 

=Tra/^ V du + dv, 

— m(m — \)u m 2 if(du) 2 + rrmu^ 1 dudv 
+ rnu m 1 i/ f d 2 M + 訓 1 iT~ x dudv 
+ n{n— Du^^idv) 2 

— 2 [m(m — l)x^(dw) 2 + 2rrmuvdu - dv 
4 - n(n — l)u 2 (dv) 2 -{• muv 2 d 2 u 77u 2 vd z v] m 
y = a u (a > 0)； 

=a u lna • du, • 

= a u Wa • (du) 2 +a M lna • d 2 u 
=a u lna[_\na • (du) 2 f d 2 w]. 

》 =In >/« 2 4--0 2 ; 

_ udu -}- vdv 

u 2 +t/ f 

_ (m 2 +t/)[(dw) 2 +McFM + (d^) 2 + vd 2 — 2(udu + vdv) 2 

_ 0 /+ V) 2 


(V 0). 


(if ~i/ Kdw ) 2 — iuudu • cfo+ (if —v ){ Au ) 2 + (it +t/)(«cFw+wFt;) 


(^+^) 2 


( m 2 + t ; 2 > 0 ). 


【11391 


解 


atctan 


+ ⑸ 


vdu — udv _ vdu — udv 

~' v 2 — “ 2 + V . 
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d 2 ^ 


(m 2 +7/)(T ； d 2 u 一 uA 2 v) — 2{uAu + vdv) (vdu — udv) 

~ ： ( w 2 + V) 2 

= (u 2 +i/)(uFti —mFz;) + 2ifl ； [(dT；) 2 — (ck) 2 ] + 2(i/ —t^)6uAu 

_ (t^+i?) 2 • 

求以下用参数表示的 函数尸 咖的导数 $，髮,替 ( 11 4 0 ， 


1144). 


【 1140 】 x = 2t-t 2 f y = 3t-t\ 







3(1-/ 2 ) 

2 ( 1-0 


fu+n 


^Lr 


= • 


3 


2(1-0 4(l-t) 9 


d 7 


d / x 2 

- dt 




4(1-0 


2 ( 1-0 8(1 — /) 3 


a ^ i ). 


【 1141 】 x = acost 9 y = asint, 

a cos/ 


解 




asm/ 


co«, 


dx 2 dr 

d 7 


asm/ 


asin 3 / 




3cos^ 
a sin 4 / 
—asinr 


3cosr 

a 2 sin 5 / 


(t ^ kn$k = 0, 士 1 ，士 2 ,…） 


【 1142】 x = a (，一 sin /)，》=ail —cost) 


解 




a sin/ 


a(l — cost) 


cot 
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• 高阶导数和微分 I ^ZM 


d 2 . v _ 2sin2 i 

dr 2 a(l — cost 


COsr) 4asin 4 4 


COS 




2asin 3 
a(l — cost) 


cos 


4a 2 sin 4 


it 2kn，k = 0, 士 1， ± 2,…） • 

零 

【1 1431 x = costly = e^int. 


姑 d_y e f (sin/ + cos/) s * n ( 4 ^ ^ _i_ A 






【 1144 】 


COS 2 (-|+<) 
e f (cosf — sin/) 


cos 3 (f + 广 


If 一 


1 , 3 sin ( f + 0 

cos 3 (号 +/) cos 4 (f +/ 

e r ( cost — sint) 


e 么 [3sin (予 + f )— cos (予 + r)] 


2cos J 




{t ^ = 0^ 士 1 ，士 2, …) 


解 




fit) 一 # 
fit) ^ 
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^ = ( /,u) 樣 

【”45】假设函 ^：：y = / Cr ) 可微分若干次，求出反函数 a : 
广 1 0) 的导数/(假定这些导数都存 在）； 


rco 

moy 


(/ ⑴关 0 ). 


解 


jtx )' 


" 1 rtt ( x cLr j (x) 

v = -7uy m/U)a dy = -fuy' 
w 作 )|^ )3 - 3/u) 2 •/(:)• I • Ar) 


(x ) 6 



- / U ) ? f 

• /Cr)s ( 6/W/(x) - - /(x>r(.r) • - fix) ^ ) 


U) 10 


-5/(T)Y<.r) • •^G/Cz) 2 -fix) fix)) 


/(•r) 10 

10 广 Cr ) 广 Cr ) 广 Cr) — 15 广 ( 工 ) 2 — fix') 


(x) 


U ) 7 


(/(x) 尹 0) 


求出由以下隐函数给出的函数 ^ 的 

[11461 x 2 +/ = 25 

在点 M (3,4) 上:/，/和等于多少？ 

解 y — 
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• 高阶导数和微分 


2 — 工 J 




份 75 -y 

: y = — 

• y 

在点 M (3,4)， 有 


75 x 


25 

64^ 


75 X 3 



225 

1024 * 


11147] y = 2 px . 

解 y ，= A ， 

y 

// p / 

■V =-y : 

" 3^ / 

V = r . • \) 


PL 


^ y=f 


( y ^ o ) 


【1148】 x 2 — xy y 2 = 1 

解方程两边对: r 求导数得 
2 x — y — xy +2 yy f = 0, 

y = ^， 

x — Ly 

①式两边再对 X 求导数得 

2 - 2 / — 文 / + 2/ 2 + lyy” 

将②式代人③式得 

// 6 

③式两边再对 . r 求导数得 

— 3 / - + 6 // + 2 ^" 

将②式及④式代入⑤式，得 


54 r 

(jr — 2y) 5 


(x # 2y) 



吉米多维奇数学分析习题全解 (二) _ 

求出和如果： 

【1149】 y 2 ^ 2 \ ny =^ x A . 

解对 x 求导数得 

2yy f + 2 = 4x 3 , 

/ 2x 3 y 

^ = IT ^， 

①式两边再对: r 求导数得 

. 2y ，z + lyy" + 2^-^ = 12j 2 . 

所以 / = 1 + / ) 2 + 2? ( 1 — / )]. 


【1150】 A 2 + / = (a > 0). 

解取对数得 


士 ln(: 2 +y) = 


\na + arctan 


參 

x 


上式两边对 X 求导数得 

x + yy f = xy f — y 

x 2 +y —工 2 +， 


① 


于是 


y 


， =^±^， 


上式再对 X 求导数得 

"一 (1 +y>(x— y) — (x-\-y)(l — y f ) 
y — Cr _ 30 2 


= 2x /~ 2 ^ = 
(x — y ) 2 

二 2 ( x 2 + y 2 ) 

— u- y y 


2 x ^±^-2 y 
x — .V 

( x -3 ^) 2 
(•r 关 y,x ^ 0). 


【1151】假设函数 /( x ) 在1<々时有定义且可微分二次， 


为了使函数 
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_ § S •高阶导数和微分 | 第二章一冗函数韵微分学 

F ⑴ 若 or < x 0 ， 

[aCx — ^o) -r-b(j： — x 0 ) 4-r, 若 x > 工。， 

是可微分二次的函数，应该如何选择系数和 
解按题设，我们有 

F ( x 0 + 0) = F ( x 0 — 0), 

(x 0 + 0 ) = (x 0 — 0) 9 

广 ’ (:c。+ 0) = i^(x 0 — 0). 

而 F ( j : 0 +0) = Jim F ( j :) 

•r^r 。 十。 

= lim ( a(x — jto) 2 + b(x 一 jt 0 ) + c ) 

x^ 0 K) 

= C , 

F ( x 0 — 0) = f ( x 0 ). ’ 

于是 c * = /( X 。 ），• 

又 ( x 0 +0) = [2 a ( j ： — xo ) +^] lx =^ 0 = b , 

〆 (:() —0) = / / ( o ： o ). 

从而 b = /( x 0 ) 9 

’/(Xo +0) = 2a 9^ (a：o — 0) = f\x 0 ). 

从而 a = y / / ( xo ). 

【1152】某点作直线运动的规律是 :• 

S = 10 + 20t — 5/ 2 ， 

求该点运动速度和加 速度. 当£ = 2时它的速度和加速度等于 
多少？ 

解速度 u g = 20 — 1,= 2 = 0， 

加速度 “ = $!=— 10 , a | f ^2 =—10.. 

【1153】点 M ( x , y ) 沿圆周 x 2 +/ = a 2 均匀地运动，每丁 
秒走完一_.求出点 M 在 Qr 轴上投影的速度 z ； 和加速度设^ = 
0时点的位置在城(〜0). 
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吉来多维奇数学分析為题全解 


解由于 ZMoCM = _，从而 x = acos 争， 



1153题图 

于是速度为 V = g = - _sin _， 

加速度为 j =⑭ =-^fcOS Y 1 - 

【1154】质点 M ( x ，： y ) 在铅直平面 Qry 内与水平面成《角的 
方向以初始速度 M 拋出，建立(空气阻力略去不计）运动方程式并 
求速度 r 及加速度），以及运动轨道.问最大的高度和射程等于 
多少？ 

解不考虑空气阻力，运动方程为 

• 1 2 

x = = t/o^sina — -^gt » 

化为直角坐标系为 


: rtana 


所以，轨道为一抛物线，速度为 


vi + v\ 


(fRf) 



加速 度为卜 = V (普 ) 2 + (营 ) 2 
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• 高阶导数和微分 第二章.一元函数的微分学 


/0+(— 贫 ）2 = 




taar 


-^s x 

vl cos 2 a 


在最高处有 g = 0, 


tana 


所以 


— : 

Vo cos 2 a 

i^siarcosa 


于是最大髙度为 


T^singCOSg 


tana — 


2i^cos 2 a •( 


i^sinacosa 



在最大射程处有 


xlana 



解得 


2^ cos 2 a 
si n2a 


从而最大射程为 


vo sin2a 


IH 553 点运动的方 程为. .:r = 4 sino / — 3 coso / ，: y = 3 sina / + 
4 casoy ( w 是常数），确定点的运动轨道，速度和加速度值. 

解因为 

x 2 + y = (4sinco t — 3cosco /) 2 + (3sina> t — 4cosa") 2 
= 25(sin 2 a> i + cos 2 ai t ) = 25. 

所以，运动轨道是以原点为中心 ,5 为半径的圆，运动的速度，加速 
度分別为 




V (4c£>cosa; t 3a ； sina ； 之 ） 2 + (3a ； cosa ； t — 4cusina) t) 

5 丨 a ; I ， 
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㈣ 一 _ 2 +( 祭 ) 


= v(-Vsinw/+3ft ； 2 cosft ； /) 2 + (-Vsir^^4w z cosa//) 2 
= 5 cu 2 . % 

求下列指定阶的导数 (1156 〜 1170). 

【1156】： y = ： r (2« r — l) 2 Cr + 3) 3 ，求: y ⑹和 y ”. 

解 ： y = 4 x s + as：r s + … + ao , 

其中 A ，〜，•••，々 为常数，所以 

y 6> =4.6! =• 2880, y 7 > =0. 


【1157】 j = 求 出，. 


解 


y 

" 

y 

f 


•2 


= - 


X 

i(m + l)x 

咖 （m + l)(m + 2)x _ 


(x ^ 0). 


[1158] y = 斤，求 y lo) . 

( m )(- f)(-w 


17!? 

2 】 V vr 

其中 17!! = 1 • 3.17. 


(x>0), 


【1159】 

A «Ar 

解 =— (J ；+ 1)+T ^， 
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1 + 


(1-x) 


(1-x) 3 


(1-x) 


[1160] y 


l+i 

/T^ 


{x ^ 1). 


，求 y ioo) . 


解 y = 

由莱布尼兹公式得 


2c!oo (1 + x) a> [(1 - x)- i ] ao(h 

k=o 

(1 + X) [(1 — x) 一士](副 + Cloo [(1 ― :)- 士 ] (s 

(i+^fPa-xr^+ioo.Mla-x)-^ 


= 197!!-,(399-x)_ (x<1) . 

2 ioo (i-x) io ° yr^ 

【1161】： ysPe 2 % 求 y 2 。〉. 

解由莱布尼兹公式可得 . 

y 20) = P(e” (20) +Oo • 2x • (e” (19) +Oo • 2 • (#)( ⑻ 
= 2^x 2 ^ + 2 2 。• 20 • «r • e 2 " + 10 • 19 • 2 19 e 2x 
= 2 20 e^(x 2 +20x + 95). 

【1162】 y = -^ y (m . 


解 y 


( 10 ) 


10 1 (lo-« 

2a(eo ⑷•士 

e ^(— l ” 即 —丄 
e ； (10-^)! 


(x ^ 0) 


【1163】： yr = :rhir, 求 ：y (5 〉. 
解 y = 1 + lar,/ =— 
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y 




(x>0) 


111641 : y = ^ ， 求严 . 


解 


•V ， 


2a(lar)(*)( 士） 

- 豈 lnr+5 •士 ••+1 。 (- 士 )(- 豈 ) 


- H 0( f )( f ) + 5(- f )(4) 


x " 


X 


274- 120lnr 


[1165] y = j 2 ^\niz^y rM) . 


(x > 0). 


解 


X50) 


2Go(^) u> (sinZr) 


(50 k) 


^(sin2r) (50> +50 • 2r(sin2r) M9) 


50-49 


2(sin2r) 


C4«) 


2^ sin( + 亨 TT) + lOQr • P sin( 2r + 爭 tc) 


50-49 


^sin 


(O 


P (—a 2 sinZr + 50xcos2x4 - ^^sinZr) 


【 1166 】 y 


v^l — 3 lx 


，求 /• 


解 / = + a ( cosary (- l ^= 

^ / 

+ Q(cos3x) ，， (^==) +(cos3a，. 




1(— i )(4) ㈠ ) 3 


mfsR 


(l-ar)3 
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高阶导数和微分第二章一元函数的徼分学 


P 

+ 3(— 3sinar) (_ 4 )( - 音 ) ( 一 3) 2 

.^-^ + 3(-3W)(-j) 


(—3) ― T +3^11^- ' ~ r 

(1-arP (1 — 砂 

27 . (1 U 恤 

(l-ar)3 (1-ar) 了 




[11671 尸 sinrsinZrsinlr, 求 y】' 
解利用三角函数积化和、差公 ^ 


siivLr 


j 5dn&r + si 


sinZr. 


于是 


+ • 4 10 sin(4r + ^7r) -士 • 6'sin(&r + 专 7i) 

+ ^- -2 10 •sin(Zr + ^7r) 

— 4 9 sin4r + 2 8 • 3 10 • sin6x — 2 s sinZr. 


[1168] : y = ishr, 求 ： y_. 

解 y ⑽ =x(shr) ,fl0 +aoo(shr) (99) 

=:rshr + lOOchr. 

[11691 y = ycau ：， 求 y. 

解 y = e^co&r — sinr )， 

V" = e 7 (cost — sinr) + 〆 （一 sia 


COSlT) 




2〆 sinr ， 

20^(5^ +COST )， 

(^nr + coir) — 2〆 （ co&r — sinr) 


tl 1701 y = sirfjrlnr ， 求出 y 6) . 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二) 


解 


y 


1 一 


lnr 


2 


lnr 


lnr, 


y 


— 1)5 51 -4(cos2xlnr) (6) 


60 _4[SCKcosZr) ⑷ (lnr 鬥 




*-0 


+ (f-V+^ + 321nr) 


Cx > 0). 


在以下各题中，设 x 视为 自变置 ，求出指定阶的微分 (1171 

1175). 

【1171】 ： y = o : 5 , 求出 d 5 ： y .. 

解 d ^ = 5! dr 5 - 120 dr 5 . 


【1172】 


y 




，求出 d 3 夕. 


解一音 K - 音 ) 卜音)， 


15 


所以 




8x 3 /r 
15 


U>0). 


Sx 3 %fx 


Cr>0) 


[11731 
解 


y 


y 


( 10 > 


所以 
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= xcos 2 j :,^ d l 0 y. 
i(cas2 ： r) ⑽ +Ci 0 (oxs2*r 严 

2 ki ： rcos(2:r+ 穿 7r) 


+ 10 • 2 9 cos(2i + 音 7T). 

d 10 ^ ==— 2 1C (5sin2x + jrcos2x)dr 
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§5 . 高阶导数和微分 



【 1174】 y = e r lar ， 求 d 4 % 

解 y^> = ( e O (4> lar + CUeO ⑴ （ lar)'+CKe>)"(lar)" 

+ C 4 3 (ei) / (lar)，+ e J (lrur ) ⑴ 

所以 d 1 ^ = ^^lar + -^ —+ -^ — jdr 4 . 


【 1175】 y = cosx • clir ， 求岀 d 6 .y. 


M y 6> = ^^(cosx) ⑴ (char) ㈣ 



cosxchj + 6cos(J+ f )shx+ 15 cos(j + 音 7r)chjr 
+ 20cos (J ： + 音 7 r ) slxr + 15cos (: r + 音 n ) ckr 


+ 6cos (: r + 亨 ) skr + cos (x + *7r) ckr 


= 8siarsKr. 

所以 d 6 .y = 8siarshj*dr 6 . 

如果 u 是 x 的可微分足够次的函数，在以下各题中求出指定 

阶的微分 (1176 〜 1178). 

【11761 ：y = w 2 ，求 d lo y. 

解 d lc y = d 10 (« • u) 

= Sctod^ - d^u 

k =0 

= wd% + 10dw • d 9 w + ^id 2 u • d 8 w 

1 • z 



+ 10 . 9 . 5 r . w +j ^> d 、 

+ ^| d7ttd 3 u + ^J d S ad2u 
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吉米多维 奇数 学分析习 题 全解 (二） 

+ 10d 9 Mdw + wd 10 w 

= 2wd 10 w + 20dud^u 4 - 90d 2 wd 8 w + 240d 3 wd 7 w 
+ 420d 4 ud 6 M + 252(d 5 tt) 2 . 

【1177】： y = e “ ，求 dV 
解 d_y = e“dw, 

d 2 .y = e“(dw) 2 + e u d 2 u, 

d 3 y = e w [(Jw) 3 +3dwd 2 w + d 3 w], 

d A y = e tf [(dw) 4 + 3(dw) 2 d 2 w + dwd 3 w] 

+ e M [3(dw) 2 d 2 w + 3(d 2 w) 2 + 3dwd 3 w + d 4 «] 

= e u [(dur + 6(du) 2 d 2 u + 3(d 2 «) 2 + 4dud 2 u 

+〜]• 

【11781 y = InuyT^, d 3 y. 

解 

d 2 y —— ~(du) 2 + 丄 d 2 “， 

U' u 

d 3 3 ； = 為 （ di/) 3 — 為 dii • d z u - ^dwd 2 w + 丄 d 3 w 

u u L u c u 

= A(dw) 3 — ^dw • d 2 u + ~d 3 u. 

u 6 u l u 

【1179】 由函数 ：y = /Cr) 求 d 2 ：y，d 3 ：y 和 d 4 〆 假定 i 为某个 
自变数的函数). 

解 = /{x)(Lc 9 

d 2 y = f (x)(dr) 2 +/(x)d 2 x 9 
d 2 y = / r (x)(dr) 3 +3/’dr • d 2 x + f (x)d 3 x, 
d 4 ^ = / 4> (x)(dr) 4 + 6fU) (dr) 2 cF x + 3/(x) (cfx) 2 
+ 4/(x)drcPx + /(x)d 4 ^ 

【1180】 不假设 ：r 为自变量，以变量 *r 和 ；y 的逐次微分来表 
示函数 J = /(妁的导数/和，. 
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(dr) 5 

【1181】 证明：函数 ：y = Ci coso: + C 2 siar. 

满足方 程式 : / + ：y = 0, 其中 C, 和 G 为任意常数 . 

证 y =— Ci siar + Q cosx , 

y =—Ci cost — C 2 siar =— y. 

所以 y+y = 0. 

【1182】 证明： 函数 : y = C, ckr + C 2 shx. 

满足方 程式 : / — y = 0 . 其中 C, 和 C 2 为任意常数 . 

% 

证 y = Cj shr + C 2 ckr, 
y = Ci cKr+ C 2 sKr = y. 

所以 y-y = 0. 

【1183】 证明 ：函数 
y = Ci +C 2 e ^， 

满足方程 y — (Ai +A2)y +AiA23^ = 0 - 

其中 G 和 C 2 为任意常数， Ai 和 A 2 为常数， 

证 y = CUie^+ C 2 A 2 e ^， 
y =C l ^+C z X 2 2 ^ 9 

于是 y — (Ai +X 2 )y +AiA2^ 

= C\kW lX +€ 2 X 2 ^ — (Ai +A2)(CiAie A i x 

+ C 2 A 2 ^) + + 

= 0 . 
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【 1184 】证明 ：函数 

y = x n [Ci cos(lar) +C 2 sin(lax)] 

满足方程 •r 2 ： y〃+ (1 —2n)jcy f + (1 + n 2 )：y = 0. 

其中 G 和 C 2 为任意常数， n 为常数， 

证 y = 肛厂 1 [Ci cos(lrur)+C 2 sin(lar)] 

+ [— Ci sin( lor) +C 2 cos( lnx )] ， 

y = n(n — 2 [Cicos(lar) +C 2 sin(lrir)] 

+ (2n — 2 [— Cisin(lar) + C^cosGar)] 

+ x^ 2 [—Ci cos( lar) — C 2 sin(lar)] 

= jr^iin 2 —n — l)[Ci cos(lnx) +C 2 sin(iar)] 
+ (2n — DCQcosdiir) —C\ sin(lrur )]} ， 

于是 ： r 2 /+ (1 — 2n)xy+ (l + n z )y 

^ x n {(n 2 — n — l)[CiCOs(lar) + C 2 sin(lar)] 

+ (2n — l)[C 2 COs(lar) — Ci sin(lnx)] 

+ (1 — 2n)[w(CiCos(lar) +Casin(lar))] 

+ CC 2 COs(lar) 一 C] sin(lar)] 

+ (1 + w 2 )[Cj cos( lar) + Cz sin( lar)]} 

= 0. 

【 1185 】证明 ：函数 

y = 


oh (Cicos + C2sin j 


72 


+ e* (C 3 cos 芳 + C 4 sin 袁)， 

满足方程 = 0 . 其中 g ,g,c 3 和 c 4 都是任意常数 . 

证 y = ^(l cos ^ + l sin i'l sin ^ + l cos ^) 


+ e 一方 


Cz X C4 - x 


l sin ^ + l cos 


%) 
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- c ° s ^ + f sin ^-i si 


sin 


n 


+警 


cos 




Ci - x 


+f C0S | 


Cl x C 2 . X \ 
T cos-- TS1 n-) 


为 ( 导 cos 袁 + 警 sin 袁十导 sinj- 令 COS 4 


72 


n 


fsin^- fees-| - 争 cos ♦ — ^sin f 

2 72 ^ V 2 2 72 2 ^ 


72 


72 


72 


— Ci sin 


in ^) 


^(-C,cos^ + C s s\n^) 


(/)" 


^(-C.cos-^-Qsin-^) 

+ e-^(-C 3 cos-|-C 4 sin-^) 


= 一: y, 

故 y (i) y = 0. 

【 1186 】证 明：如 果函数 JW 有 n 阶导数，则 

[/(or+6)] ㈤ =a n f in \ax^b). 

证 [/( 似， +6)] / x = af\ox +6), 

[/(or +6)7' = a 2 f (or +&) ， 


lf(.ax+b)J^ =a n f n) (ax+b\ 

【 1187 】如果 P(x) = a 0 x n +a\x^ x + … +a„, 

求出 P ( ” 》 Cr). 

解 P\x) = rtaox^ 1 + (w — Dqf 2 + … +4 , 

广 ’ ( 工） = n(n— Dqqj^ 2 +(;?—IK；? —2)q 广 2 + … + 2!a 2 . 


P in) (x) = nla 0 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( z ) 


求 y*), 设 （ 1188 〜 1210). 


【1188】 


解 


= ax +6 
cx +d' 

a(cx -\- d) — c(ar +6) ad — be 


(cx+d) 2 

2c(ad — be) 

—(cr+d) 3 ’ 

# 

(一 3)(-2) •c 2 iad-bc) 
(cx+d) A 


(cx -\-d) 


3\c 2 (ad-bc) 

{cx+d)^ 


{-ly^nU^iad-bc) 

(cr+d) ffn 


—d 




，f # 0 


[11891 JT 




解 - = Ja ^) = 7 + r ^ 


(士 )(u 


(- 1 ) 


.irfl 


_J_] 


(x ^ 0 9 x ^ 1) 


【1190 】 ：y 


x 2 -3x + 2* 


提示:将函数分解成最简单分数 


解 y 


x 2 — 3x + 2 (x — 2)(x 


x — 2 


( 占 r- ( 占 ) 

(一 1)B ”! [(: 」 2)-' 


U-l) 


irfl 
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§5 -高阶导数和微分 I 第二章一元函数的微分学 


【1191】 


v 1 — 2x 



解 



(2n-l)!! 
(l-2x)^ 



讀】 • 

= (1+jO 音 一（ l+x)_ 士， 

- K ) (-音 )“.(-¥)( …)， 

=■ (二本 - 广 11 .列 3 ” 二 ％ 2(1 +:) + ._ 2)] 

3"(1+了广+ . 

= (―1)『！1 • 4 • 7… （3 n -5)(2 j ： + 3”） 

— 3 n (l+x)^ 

(n ^ 2,x 9^—1). 

【 1193 】 尸 sin 2 «r. 

解 y = 2siarcosx = sin2x, 
y (n) = (y) Cn ~ l) = (sinZr) (fr " n 

= 2’r 】 sin(2:r + ^-^7r). 

【 1194 】 y — cos 2 jt 

解 y =— 2cosxsiiir = — sin2x, 

y”) =—(sii^jr) 0 ^ 1 ) =- sin ( 2x + 

【 1195 】 y = sin 3 a:. 

解 y = siarsin 2 x 
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吉米多缝奇数学分析习题全解(二 


siar(l — cos2x) 


vSinr 


sinrcos2:r 


4siar--?-sin3x, 


故 


【1196】 

解 y 


COS X. 


sin(:r + 士 sin(3: + 号 tt) 


COSJ • COS J ： 


cosx( 1 + cos2x) 


COSX + 7 COSX • cos2x 


COSJ- + — cos3x» 


y”> = A cos ^ x 4- + 

【1 1971 y = sinarsin & r . 

解 y — y cos(a — b)x — y cos(a +6)a:, 

y (n) = —b) n cos (a — b)x + ^K^ 

— ^(a + 6)”cos (a +6)x + y 71 ]- 
【1198 】 y = cosax cos&r. 

解 y = +cos(a _6):r + 士 cos(a + 6):r ， 

y (n) = y(a — 6) n cos (a —6)x + ^j 

+ 士 (a + 6)”cos (a+6):r + 专 ]. 


【1199 】 ：y 
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§5 •离阶导数和微分 I 第二藉一涵_微鮮 


解 y = + + 2 s ^ n ^ a 一 工 


y 


in) 


-^-(a + 6)"sin 


(a + 6)x + 


nn 


j(a —6)'sin 
112001 y = sin 2 arcos&r. 


(a — b)x-\-^Y^, 


解 y = ircos&r (1 — cos2az ) 


-^-cos&r - i-cos(2a + 6)'x — 7 COS( 2 a — b)x 9 

Z 4 4 


所以 


y 


(»> 


cos( 6r + 专 ) 一 j (2a + W" coSl (2a + 6Xr+ 节 ] 


(2a —6)” cos 


(2a — 6)x-+-^ . 


[ 1201 ] 

解 ： y 


y = sin 4 :r + cos 4 x. 
r sin 4 jr + cos H a: 

(sin 2 x + cos 2 x) z — 2sin 2 xcos 2 x 


sin 2 2x = l - r(l — cos4x) 


M 


cos4x 9 


y w) = 4^ l cos[Ax-\-jn). 

I1202J y = xcosaz. 

解 y in) = xUosax) <n} +C x n ( co fku:) 11 - 1 


a**xcos qjc 


卜 + 号开 ) 


na^ 1 cos 


([+ 宁 4 


【1203】 3^ = J 

解 y w) = ^(s 


sinaz. 
inar ) ⑷ 


+ G2x(sinar) ( ^ 1> +C$ • 2(sinar) ( ^ 2) 

72 — 1 


a rt x 2 sin^ax + ^-rsin^ar ~tt) 


+ n(n- l) ， 2 sin(ax + 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二） 


【 1204 】： V，= f + 2‘r + 2)e' 

解 广 =(― l) ，， (.r 2 +2.r + 2)e 〜 

十（一 lV r - 1 77(2x + 2)e- 


+ ( - I) 


/r-2 n(n— 1) 


2e— 


(-l)"e— J [> 2 -2(7? — l)‘r 

w 

+ (”一 1)(«-2)1 


【 1205 】 ）， 


解 y B> = So, •(士 广 

= e J V (- l )^ J - L - •丄 

【 1206 】 y = e* cosj*. 

解 y = e 1 ( cosx •— siru ) = 2^ cos (: r + 予 ) 
y = 2+e* [cos(.r + 号 )- sin(：r + ， f)] 


2 ， e’co5；( 


JT 


2 丌 


), 


由数学归纳法可证得 y n) =2? e ^ cos(x + ^). 


【 1207 】 y = e r siar. 


解 y = e 1 (siar + cosx) = 2 1, e r sin (: r + f ) 

y = 2*2 e r sin(x + 子 ) + cos(wT+ j)] 


2^e\sin( 


X 


27T 


) 


由数学归纳法可证得 


， = 2Vsin(x + 〒) 


【 1208 】 


y 


In 


a +/xv 

a — hr ， 


(.r ^ 0). 
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. 高阶导数和徽分 ! 第二章一茺函数的微分学 


姑 /一 _ b 1 b 

解 y —a+fer a—bz 


Cff-1) 


y (n) = 


(点 r 、 (古)— 

(—l)^ 1 (n — 1) \b n , (n — D!y 


(n-\) 


ia+hrY 


(a —hr) 


( lx,< f ) 


[12091 y = e“P(j*) ， 其中尸 Cr) 为多项式 . 


解 y 


[12101 v 

解 y"> 二 


Gbi"PCr) + Ci ^ 1 P ， Cr) + …+ 厂 ”> ( 了 )]. 

參 

= xshx . 

x(shx) in) + n(shx)^ l) 

f iy - (- i)，u + ![>-(- im 
4-[(x + - (- iru - w)e-"]. 


求 # 3 ? ，若 （1211 〜 1212 ). 
【 1211】： y = /e f . 


解 y 


n 2 (n-l) 


所以 


d ，， 尸 乂 ， r, ir ， 


【 1212】 y 


e r r ^+^^+^ (, t 2 y -^ 

lar 


+ M dr" 


解 y- - Scf,(lar)^(|) 


fr k) 




n(n-l) (-1) ，广 2 (”一 2)! 
2! 广 1 


(-?) 
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= ^[1—Si] u>0). 

所以 d n y - 

卜 - 紗 . 

【 1213 】证明 等式 ： • 

(1) [e^sinC&r 4-c)]^ 1 = e^U 2 +6 2 )?sin(/u- +c + 7Hp)y 

(2) [e^cosC&r+r)] <#> = e 虹 （ a 2 + 办 2 ) 号 cos(fer+r + %〉， 

其中 sin© = t 匕 : __ __ ，cosy =. 

屮 v^TF Y J^+b 2 

证 （ 1) [e OT sin(&r + r)]’ 

=e^CasinC&r + c) +6cos(&r 4*r)] • 




sin(6r +c) + 




cos(fo +r) 



=V a 2 -\-b z e 4 ^ sin(fer + c* + y >) ， 

其中 sin9= ^^， COS9 = ^^’ 

[e^sinC&r+ c)T = W sin(fer + r + p)]' 

= (a 2 +^)2 sin(6r + c + 2<p ), 
[e^sinC&r+c)] (ff) 

= Va 2 +6 2 [# sin(&r + c + 9)](『 n 


= (a 2 +6 2 ) 2 e^sinffa* +r + 呼 ). 

(2 ) 同理可证 

[e^cosC&r+c)l (n> = (a 2 +6 2 )^ cos(te +c + w^). 

【 1214 】求 :^ ，若： 

(1) y = chax cos&r; 

(2) y = charsinfer. 

一 160 — 


§5, 高阶导数和微分 I 第二章一元函数的微分学 


解 （1 ) ：y = ye ar cosfer+-|-e' 

由 1213 题 (2) 的结果知 


cos&r 


y 


▼ 

-~(a 2 + 6 2 ) 号 [e^cosC&r +ncp) 

td 

+ 6- 〜 03(&2 ： +”(7t — p))] 

+ (a 2 + 6 2 ” ie ar [cos(&r + '|jth cos 卜 ) 
一 sin(&r + • sin ( 呼一号 冗 )] 

COS(&T + Y7T)COS(Mp — 号 7C) 

+ sin(&r +y 7 r)sin (呼一 fit)]} 

參 

=(a 2 +&)! [cos ( 呼 一 y)* • cos ( 6r "^'f 

- sin(n^ — fir), shar • sin(&r + 号兀 ) ]• 

( 2 ) 夕 =+e 似 sin&r — 士 e -ttr sin&r ， 

利用 1213 题 (1 ) 的结果得 

y (n) =-~(a 2 +ft 2 )2 [e ar sin(fer +n<p) — e ^sin(&r +n< 7 r — 9 ))] 

Cd 

= (a 2 + 6 2 ) 号 [cos(np — 专 ) char • sin(&r + 号兀） 
sin ( 呼一号 7 r)shar • cos(&r + 号兀)]， 


其中 


s\n(p 


b 


COSG) 


a 


， 7a 2 +6 2 

【 1215 】将函数 /Cr) =sin 2 ^r ( 其中户一自然数）变换为 
角多项式： 

fix ) =女 A 々 cos2fer ， 

> = 0 

以求 /“Cr). 
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提示:假设 sinr = ;(/— 7)， 


其中 i = cosx + zsiar 且/ = cc 
并利用莫伊弗尔公式. 

解 设 f = cosx + zsiar ， 


cosj: — zsiar,^ 


sinx 




其中〗为 （ 的共轭复数. 

注意到/。= 1及= 

sin2px = uh^ (t —】) 2p 


2 cosir 我们有 


(2£)^ 容 (- 


-l)^ 


(20 


^|(-d*cv- 


(一 1 ， (2^ + (2^S<-1 ) k a,cos(2fi-2k)o-. 


k^O 


所以 


(sin 2f> x) {n) 


^ S (- 1 )*a (2P - 2kYcos\ L (2p -2k)x^ 
2](-i)h • 2^ A (p-kro.co^p-zk > j- + ^ 


【1216】求 /°° Cr )， 若: 
Cl ) / U ) 二 sin 2 〜； 

( 2 ) fix ) = cos 2 f , j ' ； 

(3) fix ) = cos 2/, ! x , 
其中 A 为正整数(参阅上题） 
如果 
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高阶导数和微分 


fix ) = •/、 （ J ) +，/2(工）， 

其中/•为虚数单位•且必 Cr ) ，/ 2 ⑴为实数变量的实数函数，则 

根据定义取:./ 7 (了）= / Vx ) 

解 ( 1) 设 / = co&r + zsiar ， 

rail silu- = 


siW'z. 


2(-1)^^- ^a p .,sin( 2 户十 1 — 2k)x. 


所以 






2k) 


2 2 p 


sm\(2p+l — 2k)x+ ~ . 


类似地，我们可得: 

(2) (cos 2p j) ,;,) 


22, 广 2 〆 1 (p — 々 ) w C4 p cos {2p — 2k)x + 

麄 a 


nn 


(3) (cos^\ry nt 


文 C2p+lp2A) ： q A icos 「 (2 / > + 1 — 2k)x + 

k^O 2 L 




[12171 利用恒等式 


x 2 + \ 


I; ■( 占一去)， 


证明“為)(" 


一 in: 


sin[ (n + Darccotr], 


十丄， （1+/) 了 

提示:运用莫伊弗尔公式 • 

证将复数 t + /及 I 一〗化为三角形式 
t + / = Kcos^ + /sin^) ， 
j-— i ― r( cos^— zsinf?) ， 
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吉米鎌纖学颁习题趣 2 


其中 

则 


所以 


r = (1 + x 2 )2 = arccotr ， 

(x-\-i) k = r* ( coskd + isinkd ) 
(jr — z) A = r*(cos^ — isinA0) i 


于是 (? tt ) 


(n> 


m (忐 r - (忐 r ] 


丄 「 （一 l )， 1 ”！ 


(—l)”n! 
U + i) nH 


^V^Lr(r + 0^ 1 — (x —i)^ 1 ] 

2 心 2 + 1 〆 ：十 」 

。 { 严卜 1 [cos(n + 1)0 + isin( ”+1)0] 
2i(x z + l) n 1 

— r^~ l [cos(n + 1)0— isin(n + 1)0]} 

(U 誤 产 , sin (” + l)g 

, DXL s i n [(^ + Darccotx]. 

Cr 2 + 1 ) 宁 


(n) 


+ 1 


(一 l)"n! 

(^ + 1 )$ 


sin[(rz + Darccotr] 


(x 关 0) 


[12181 求函数 fix) = arctaar 的 n 阶 导数 . 


解 /( x ) 


X 


由 1217 题的结果 ，有 - 

作 )= (士) 


— D^Cn — 121 s i n ( narcco tr) 


(P+lP 

求 /°°(0), 若 (1219 〜 1222). 

【 1219 】⑴ / ⑺ = ( 卜 2 J (l T ^ ; 
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is . 离阶导数和微分！箢 z # —元函数韵微分学 

眞••’•、： . • - - ■ ■■■_1 —薩 


( 2 ) fix) 


x 


-J\—X 


解 (1) / (J) = (1-2,)( Y + I ) 

= i(rb + i^)* 


「 




nYn\ , ”! 2 肿 1 


/fH 


], 


故 


广 >( 0 ) 


( 2 ) f(x) 


3 

x 


[(— 1)” + 2〜]. 


V 1 — X 


=— 


Vl—JC 


于是 广七 ) 


v 1 一工 

2n 一 3 


(1— :)中 


+ i*i 

(2w-3)!! 


2n-\ 1 - 

(1 -B 呼 


所以 广 >( 0 ) 


2 " (1 


(2n-l)\\ 

1 

+ — 广 

(l-x# 

( 2 « 一 3)!! 丨 

( 2 n-l)!! 

C\n 


__ n(2n 一 3) !! 
一 2T X 

【 1220 】 (1) f(x)=x 2 e^; 

( 2 ) fU) = arctaar ； 

(3) /(:r) = arcsiar. 

解 （1) f n) ( x ) 


(n>l). 


+2tit 


rr-\ 


+ 


n(n 一 1 ) 


2 a" 


= a --2 e ox [ a 2 x 2 + 2nax — 1)]. 

所以 / n> ( 0 ) = nin-Da 1 ^ 2 . 

(2) 由 1218 题有 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 二 ) 


广⑴ 


广 （ 0) 


— 1)’ 广 !（”一 l)!sin 


严 ) （ 0) = 0 ， / 〜 " （ 0) = ( 一 1/(2 々 ）! 


0 , 1 , 2 ,…） • 


(3) y = /(，） 
/ = /⑴ 


1 —-T 2 


" 一 … U ， 

y\0) = f (0) — l ， y’(0) = f’(0) = 
并且 (1 —x 2 )y / — j ： y ， — 0. 

对上式两边求〃阶导数并应用莱布尼兹公式，冇 


即 

令 x 
因此 


(1-7) 尸 )- 

d-x 2 )y^ 2) 


n-y 


y 2 * 、（ o) : 
y_(o) 


:) 一 2my ㈣ -n(n-\)y in) -xy u 
” 2> —(2 n + l):y 朴"一心⑻ 

y ㈣ （ 0 ) =心 ⑹⑻， 

产、 （ 0 ) = 0 ， 

: (2 走一 i) 2 y ㈣ （ o) .• 

= (2 々一 1) 2 (2々一 3) 2 ： y ( 2 *~ z )(0) 


(rn\) 




[(2^-1)(2^-3)-1] 2 /(0> 

[(2 卜 l)!!] 2 ( 走 = 1,2,…） • 


112211 (1) /(j) = cos(marcsiar )； 

(2) fix) = sin(marcsiar). 


解 （ i)v 


1 一工 ; 


•sin(;warcsirir ) ， 


— x 2 


cos(marcsiar) 


所以 


一 (1- 分)号 

y f (0) = 0 ， y’(0) 


sin(marcsiar)^ 
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并且有 (1 — x 2 )y — xy r -\-m 2 y = 0. 

上式两边对 : r 求 n 阶导数，并利用莱布尼兹公式，得 


( l - o : 2 ) 严一 2肛父於 u - ”(” 一 1 )产 一 xy (,rfl) 
— 7i^ (n) +m 2 y”） = 0 ， 

(1-x 2 ) 严 一 （ 2n + 1 +(^ 2 -n 2 )y”> 

0 , 得 


即 

令 : r 

由于 

所以 

又 

所以 


广⑻ = ( „2- m 2) y .> (0) . 

y(0) =0, 

y_(0) =0 ( 务 = 0,1,2 ,…）； 

y"( 0 ) =—m 2 , 

y ^( o > 

= [(24 — 2) 2 — m 2 ]ym(0) 

= [(2/t-2) 2 - m 2 ][(2^-4) z - m 2 ]y^ 4) (0) 

= [(2 务一 2) 2 —m 2 ][(2i —4) 2 一 m 2 ].“[2 2 —7n 2 ](—m 2 ) 

U = 1 , 2 ,…） • 


0 ， 1 ， 2 , …）； 


(2) y = fix) 


m 

yr ^ 


cos(marcsiar), 


/ = /( 0 ) 

=— 7~^^sin(marcsinr〉H - mz 3 cq 

所以 y(0) = /(0) = m ， y’(0) = = 0 

并且有 (l—^ i )y r — xy f + m z y = 0. 

上式两边对 x 求 n 阶导数，并利用莱布尼兹公式得 


cos(7narcsinr). 




(1-x 2 ) 广一 2 nxy (,rf,> — n(n- 1 )y in> - xy^ 
— rty (H) -\-m 2 y im) = 0, 

(1 -xOy〆 2 ) 一 (2n + l)xy (,rfl, + (m 2 - n 2 )y {m) 


令 : r = 0 ,得 


(0) = in 2 -m 2 )y M (0) 


由于 

故 

又由于 


/( 0 ) = 0 , 
严 （ 0 ) =0 
y(o) = m ， 


1，2, …）， 
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故 


.(ZH- 1 ) 


(0) = [(2^-l) 2 -m 2 ]y 2 ^ 1) (0) 

= [(2k-iy-m 2 T(2k-3) 2 - w 2 ]y^ 3 >(0) 


=[(2i— l) 2 一 m 2 ] [(找 一 3> 2 — w 2 ]—[l 2 一 7w 2 ] • rr, 

(k = 1 ， 2 , …). 

【1222】 （ 1) fix) = (arctanx) 2 ； 

(2) f(jc) = (arcsiar) 2 . 

解 （ 1) 由 1220 题 (2) 的结果有 
(arctaar)( 2 *〉 |,= 0 = 0. 

(arctaar) (2W) U: 0 = (—1)*(2 务 〉! 

而 (2A_1)_j 与 j(0<j<2A — l) 中有一个为偶数，故 


2 *- 1 ) 


(0) = (arctaar • arctaar) (2 *~ n 




2k-\ 


(arctaar) 0 ' • (arctaar|^- 


严 )(0) = (arctanx - arctaar) (2 * } | x _ 0 

Zk 

= arctaar)• (arctaar) <2K,) \ x . 


i =0 

1-1 


y^CgT 1 (arctanr) <2>fl) • (arctanr) 1 : 


u 


1=0 

k-} 


(- l) , (2i)!(-l (2k~2i-Z)\ 


卜 1 


( - i )^ y _ m \ _ 

• (2i)\(2k-2i-2)\ 

(-l)H ⑽! g J2i + l)(2k-2i-l) 

(-l)H(2fc〉!g 去 (fT^Ti + 2/fe— L —1 


(- 1 )*( 2 ^-!)! . 2(1 + +++ 


+ … a) 
= 1，2,…） • 
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(2) / ⑴ 


arcsiar 


VI 一 x 2 f (x) = 2arcsiar. 


上式两边再对 .r 求导得 


— x l f (jc) 



--- 

1 - 


J\x) 


1- 




上式两边再对 x 求 n 阶导数，并利用莱布尼兹公式得 

( 1 一 户 ) 严 > (: r) 一 2nrf^ X) (x) -»(n-l)/ w (jr) 
-xf <rrhU U)-nf (n) (x) =0 ， 

即 ( 1 - ^ )/- 2 , (x)-( 2 n+ Dxf ( ^ ) (x)-r^f n) U)=0. 

’ 令 x = 0 ,得 

产 2 、 (0) =« 2 广 >( 0 )， 

而 /(0) =0，/’(0) = 2. 

所以 严 1 >( 0 ) = 0 a = 0 , 1 , 2 , • 

广 ( 0 ) = (2k ~2) 2 • (2 々一 4 ) 2 . 2 2 /(0) 

= 2 2 卜乂(々一1)!7 ( k = 1,2,…) • 

【 1223 】若 /(:r) = (: r —a) n ^>(:r) ，求 /^(a ) ， 

其中函数 #:r) 在 “ 点的邻域内有 (m — 1 ) 阶的连续导数 .. 

解由莱布尼兹公式有 

. - (a -^)V『】’ (j：) + Cl { n(x- a)^ }) ^ 2 > (t) + - 
+ C^Z\n(.n — — a) 2 xp (x) n\{x — a)ip{x) 


irr-}) 


(t) + - 


于是 =0, 

根据定义有 . 

f n, (a) 

=Um 


n (a) 


j — a 


=lim[Cr- ， V ， 广 1, ⑴ + C-, j - ar~ 2 <p^ 2, (x) + - 

r^i 9 

• +0(w — l) m ^3(jc — a)^>\x) 十 t?! 炉 (a:)] 

= 7 i\cp(a). 
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H2241 证明 ：函数 


/⑴ 


=< 


x cn sm 


x 


若 : 


10, 若: r = 0. 

(w 为自然数）在点 :r = 0有直到 n (包括 n) 阶的导数而没有 (n 
1) 阶导数. 

证由莱布尼兹公式，当I 关 0时，有 


广 i)( x ) = (: r 2 " sin 士 ) 


(/it) 


文 aOr^c^sin 士 ) 


( 1 ) 


首先，我们用归纳法证明下面的等式 

卜士广 = 如 ( 士 +f )] 


+ (—x - 2 ) 4 sin (士 + 夸 ） （x # 


其中 a, 是常数(仅依赖于 it 和 i). 

因为 ( sin i ) = —? sin ( 士+1)， 

即当 it = 1时，等式成立. 

设当 A = iV 时,等式 成立. 则有 

.( w =[( wr ]' 





• m ( 士， +(-# sin ( 士 + 学 )] 


(AH-1+t) 


sin (士 + f) 


2^[-<N + Ox- 

十厂撕 • (一 士) -sin (士 + 

N(-x - 2 严 1 • (2x~ ? ) • sin (士 + 警 ) 


(t + l> 7 T 
2 


)] 


+ (— ， 2 广 1 .sin (士 + 


N+1 

2 


勺 ] 
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\ d ^ M ft M ▲ 

^ 2匕: 


sin ( 士 +f) 


+ 2 ). v ;】 s i n (士 + 


N 十1 


4 


其中以 是仅依赖于 i 与 N + 1 的常数. 

由归纳法知等式对一切然数均成立.因此，我们有 


•广 （ a .) 


V ( ^ (2 n )\ 

(2 n - m + k )\ 


,2n—frr^k 


*-l 

s 

-••一 1 




sin (+ + b 


+ (-:- (士十亨)] ( a ： 声 0) ， 


于是 f m ) ( x ) = (― 1) 


m ^ 2 (rr—m) 


••/l I W7T\ 

Sin l7 + T) 


+ 0(1 x l 2(w wiH, )(x 


1，2 , …， w 


由于 


/’（0) = lim 

J^O 




limr 2fr ^in 


- JC 


> /Cr) 


从而 /(0) = Hm ^ 


lim —• + yJ + OC | x \ 


2(w-l) 


■ 

■ 


o . 


依此类推可得 
尸 (0) 


•= 


而 


lim 

y o 


严⑻ 


Cr )— 严 （0) 


lim 


( x ) 


lim 

L 


(- 1 ) 


sin (士 + 管 )+CKl) 


在工 =0 的任一小邻域内 


(- 1 ) 


— (士 + 


mr 
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无界且振荡，故;(士 + 詈 )+0 ⑴]不 存在. 因此, 

/^"( O ) 不存在. 

[1225] 证明 ：函数 

/(:)=! e ’， 若工乒 0 , 

lO , 若 x = 0. 

在 I == 0处无穷次可微分.作出此函数的图形. 

证首先，我们证明，对任何自然数〃，均有 

广) Cr ) = e 一 > P ” (士） （ x #0)， 

其中 PM ) 是关于 t 的多项式，我们用数学归纳法证明.因为 

/(x) = l e '' 

所以当1时，命题成立. 

设当 71 = k 时，命题成立，即 

产(:卜^^彳士)， 

其中尺(《)是关于 （的 多项式.而 

/ Hl, U) = [e'?P*(^)] / 

=|e 乂尸 *( 士) + e - V * (士)•(》） 

= e - ⑴ V * (士 )-(^;) V * (士) } 



其中 = 2 t 3 P k ( t ) 是关于/的多 项式. 即命题当 
n = k -\- \ 时成立 • 

由归纳法知对任何自然数〃均有 

•/”)(:) 彳士) e * (:#0)， 

而对任何自然数〃均有 
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lim 


e 


0 , 


下面我们再用数学归纳法证明，对任何自然数 n 均有 

/”)（()）= 0.. 


事实上 = 


lim 

- r -^0 


e 


x — 0 J^O x 

即当 n = 1 时，结论成立. 

设/、⑴= 0,即当”々时，结论成立.则 

x-0 


0 


严 ”⑻= lim 


丨. O 


e 


x 


0 . 


因此，根据数学归纳法，知对任何自然数 n 都有/°°(0) = 0,即 
JW 在 : r = 0无穷多次可微且各阶导数均为0,其图象如1225题 
图所示 

k >' 



X 


【1226】证明 :切 贝绍夫多项式 


T m Lr) 


cos( marccosx) (n 


，2，".） 


满足方程 (1 一: r 2 ) Or ) — xr m U )+ m 2 T m U ) 

m .sin(warccosx ) ， 


证 ^(x) 




yi-x 2 

m 2 

'(l-x 2 ) 


cos(/warccosa:) 


(l-x 2 ) 


sin(warccosjr ) ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 



于是 n — p )7^(1) 


— cos ( marccos . r ) 


/nr 


sin ( marccosx ) 


1 -P 


nr T ni ( x ) + xT ' (了)， 

(1 — : 2 ) 广” (: r ) — xr m { x )+ m 2 T m (:)• 
[12271 证明: 勒让德多项式 




2 w m! 


[(x 2 -ir] 0/,) (m = 0,1, 2 ,…）， 


满足方程式 


( l -. r 2 )^, G ) — 2 xP + m(；M + l ) 

P m ( j ：) = 0. 

提示:将等式 (* r 2 — 1)// = 2 mxu 微分 w + 1 次，其中 

u = ( x 2 —1)' 

证设 w = ( o * 2 — 1)'则 
u — 2 mx • ( x 2 — l )^ 1 » 

从而 （《 r 2 _ l ) i /= ， 

将上面的等式微分 m + 1 次，并利用莱布尼兹公式有 

U 2 - \) u ^ Z) +2 (m + l )^ f/ " fl> +讲(奶 + l ) w (m : 

= 2wrw (wrH ) +2m(m + l)w°^, 

即 （ ar 2 -l)“ <wrf2 ) +2 几(一 15 —m(m + lW m) = 0. 


匕式两边同乘以一 


(: T ) 


2 rn m ! 


，并注意到 


• (/n) 


就得到 （ 1 -1 2 ) F" m ( x )-2 xP ， m ( x)+^(m + l ) P .( x ) 

[1 228】切贝绍夫一拉盖尔多项式用下式 确定： 
L m U) = fCr^e—:)( m) (m = 0，1，2, …）， 

求出多项式 L m Cr ) 的 显式. 

证明 : L m Cr ) 满足方程式 

xL" m ( x ) + (1 — x ) L / m ( x ) + mL ( x ) — 0, 

提示：利用等式 :o /十（: r — = 0,其中“ 
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证由莱布尼兹公式有 

L m (x) = e^-iro^e - 1 + + — 

+ (—1) • Cr l m(TO 一 - 
=(-l) m [x n, -rn 2 x m - 1 +••• 

+ ( — - l )! x +(- irm!l 

下面证 明1 (: r ) 满足方程 

xL \{ x ) + (1 - dDx ) + mL w Cr ) = 0, 

设 w = x - e -", 

则 m ’ = mx^ l ^ x — jT^ x = —u — Uy 

x 

即 ocu f (, x ~ m)u = 0. 

在上式两边对 x 求 ( m +1) 阶导数，并利用莱布尼兹公式得 
xu ( ^ 2) + (m + l ) u Cwrfl) +( x - m ) u (nrfl> • 

+ (rn + l ) u Cm) =0, 

即 xu 2 〉+ Cr + l )“ (wH> + (m + l )“ (m> =0. 

再设 : y = 以°， 则由上式可得 

W + (：r + l)y + (m + 1)3 ； = 0 ， 

而 L m ( x ) = ^ • y y 

故 = 6 "(：/十 30 ， 

L ， r m ( x ) = +2 y + y ). 

因此 xL " m Cr ) + (1 - x ) L ， m ( x )+ rnL m ( x ) 

= i -2 y -\- y ) + ( l — x ) (y -\- y )-\- my ) 

= { xy ，r (. xl ) y f + (m + 1)^} 

=e" • 0 = 0, 

【1229】设 = f ( u)，u = p (: r )， 其中 /(“） 和 < p ( a :) 都是可 

微分 n 次的函数. 证明： 

其中系数 AtCr)(A = 0,1, — n ) 同函数 /( M ) 无关 • 

证我们用数学归纳法证明命题，因为 
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普 = /(u)<p\x). 

所以当〃 =1 时，命题成立 • 

设当 W 时，命题成立.即 

所以 £^=( SA *( T ) y -(«)) / 

m 

= J][AV*r) 尸， （ W ) 十山 Cr)/^"UV(j.)] 

= |>*u) 广 u), 

• 卜 1 

其中 B,(jr) =A\(x), 

Bk(x) = A\(x) + A 卜 I (.jc)<p f Cx) ( 是 = 2, … ， /n ) ， 

B//h-i = A m (jr>y/(x) ， 

它们均与函数 /U) 无关. 

因此，根据数学归纳法,对一切自然数71,均有 

砦 = ±A t u)r(u). 

【1230】证 明：对 于复合函数： y 二 /(/) 的 n 阶导数•以下公 
式成立： 

替=(21)'厂，: 2 ) +气产(2工广2产”(， 2 ) 

+ g(^lKn-2)( W -3) (2jr< 产 •„(/) + … 

证我们用数学归纳证明此命题，因为 

所以 • 当时，命题成立 . 

设当 n = m 时，命题成立.即 

载=(2:，/ ㈤ (1 2 )+^^』(2丄产 V 1 ， 1 )。 2 ) 


§s. 高阶导数和微分I第二章一元 函数的 微分学 


所以 


m{m — l)(m — — 3) 

2 ! 


(2 了 ) ， 1 广 2, (/) 


+ 


• • • 


£(B) 


dr ^ _ 

= (2x)^ l f^ l) (x 2 ) + 2m(2x)^ ] f my (x 2 ) 


m(.m — 1) 


1! 


- 1 ) 


1! 


㈤， 1 广、 Cr 2 ) 

2(m — 2)(2 了广 "Cr 2 


m{m — 1 )(//i —2) (m —3) 

2 ! 


2(m — 4)(2Lr)^ 广 2 、<y) 


yw(/n — l)(/n 一 2 )(m — / m " u ( j - 2 ) + … 


(2 xr H f fnH ) ( x 2 ) + 


2m+ 


m(m — 1) 


(2 x ) n ^ ] f m ) ( x 2 ) 


2m(m — \)(m — 2) ■ m(m 一 】）（，/> 一 2)<m 一 3) 

n 2! 


(Irr' 1 广 .!*(/) 




(匕产 1 / 一 （r’） 十 (D— CZr)， 1 f fni (jt ) 


I (rn-^l)m(tn— l)(m — 2)^o^ )wr - 3 广十…， 

即当 n = m+1 时 , 命题也成立 . 由数学归纳法知，命题对一切自然 
数为均成立 . 

【 1231 】切贝绍夫一埃尔米特多项式用下式确定： 

H m (x) = (-D-^Ce*-" 2 )^ (m = 0.1,2-) •- 

求出多项式 HmCr) 的显式 . 

证明： ff m Cr ) 满足方程式 

bf r m {x) —2xH f m (jr) +2rnH m (s) = 0. 

提示 : 利用等式 t/ + 2xu — 0, 其中 w = e z '. 

证设 w = e i 2 , 则 

u =— 2xe s =— 2xu ♦ 
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/ = e ^ 2 [(- 2 xY -2] = e -" Z [(- l ) 2 (2 x ) 2 -2]. 
利用数学归纳法可证明 

= "(- ir (2:r + (-1 产 1 m( ^r~" (2x)m ~ 2 

+ — 1)ot -2 m(m-l)(m-2)fa-3) • + 

2 ! - 

所以 H m (x) = (—1) TO 〆 •“㈤ • 

= (2 x) m 

_l_ m(m — l)(m —2)(m —3) 由产 4 —… 

21 

又 u + Zxu = 0. 

上式两边对: r 求 (m + 1) 阶导数，并利用莱布尼兹公式，得 

. “(㈣ + 2'xu^ X) + 2(m + l)u ㈤= 0. 

令: V = M (m) ，则有 

y + 2 xy +2 (m + l)y = 0. 

而 H m U ) = {- l ) m e 2 y . 

所以 • H f m (x) = (-l) m e" 2 (y + 2x^)； . 

H ^ Cr ) = (- lr ^ 2 \_ y +\ xy r + ( Ax 2 + 2 ) 3 ;]. 

因此 fr„UX- 2 xH f m ( x ) + 2 mH m ( x ) 

= (- l) w 〆{/ + ixy + (4x z +2)y 
一 2x(y + 2xy) + 2my) 

—(一 1 广 〆 [y f， + 2xy f + 2(m-\-l)y^\ = 0. 

112321 证明等式 )°° = 

oc 

提示:运用数学归 纳法. 

证因为 (3 )’ =— 

所以当 n=l 时，等式成立 • 

设当 n = &时，等式 成立. 则有 

(#) 麵 
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-一元函数的微分学 


=[(^••户 ! e +) 

= ijcu ^^ y k ) + k (^ ] e ^ r^ u y 

=' \ • ^TY~ e±r + 々 (，、+)( 1 " 




如 1 


(_1) H 々 


-1 广 1 


-1)^ 


卜1 


>rl 


= (― 1 广 V 
户 2 • 

因此，根据数学归纳法，对一切自然数^有 


jrf 1 


[1232. 1] 求证公式 


^(^ lnr)=, I !(lar + |：|) 
我们用数学归纳法证明等式.因为 


(x>0) 


^( xlax ) 


lar + x • — = lor + 1 

x 


(x>0) 


即当 W = 1 时，等式成立 • 

现设 n = A 时等式成立，即 


d ? 

下面证明当 rz 


(:” or) = 々 ! (lar + ^ +) ( 工〉 0). 


左+ 1 时等式成立. 


^^( a ^ lnx ) 

= {[:r • ( 分 1 肛 )]， / 

= [xCrMnx ) ⑷ + 々（ xMar) ( 卜 1 )]' 

參 

= 、 U(lnr + 客 +)] , + KPlnx ) ⑴ 

k k 

= 々 ! (lnr + 写 丁 ) + 々 !jt • — (lnx+ —r j 
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=a + l)!(lar+^] +)+ 々！ 

=( 是 + l)!(lar+^] 了 ). 

根据数学归纳法,对任何正整数 n 都有 

告 Cr " lar ) = ”! ( lnx + 文 士） (x > 0). 

【1232.2】.证明 公式： 

^(^)= ^f[C„(a:)sinr-S B (x)co&r]. 
其中 C „ U ) = 1-|| + … + ( 一 1)” ^£ Lj 9 


S n (x) ― x 




+ (- 1 )| 


户1 

{2 n^\)V 


^ d . ( sinx ) _ xc 


xcosx — sinx 


xcosx — siar 


— xsiar • a 2 — 2jc(xcosx — sinr) 


(2 — x 2 ) siru: — 2 ^cosx 




■ 

cosx 

細 


现假设对于整数心公式成立，即 


d 2 ” /siar 
dr 2n \ x 


_ ( [C” ( 工 ) siru: — S„(x)cosx], 


其中 


C„(JT) = 1 —^7 + ••• + (— 1 ) 


(2n) 1 9 


S ”⑴… fi — H - 1 广 1 ^ y 


下面我们证明对整数 (〃 + 1), 公式也成立.注意到 
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(T n (x)-t-S M (x) =0 ， 
C”Cr)—S’„(:r) = (— ： l)，- ( 

S ’ 朴 1 ( 1 ) — C” (: r) = 0 ， 
S ^ U )+ C w ( x ) = (― 1)” 




(2n) 


2 n+l 


(2w + l) 


我们有 


d 2rrfl (sinx 
dr 2n ^ 1 \ x 


{■[ C”(:) S iar 


一 S n (x)co&x 



( 2 ”）！ 


C n ( j)sinr + C ( i)cosx — 夕 ” ( j)cosx + ( j)siar 


2 irH 


(2w + l)rC w (j-)siar —S yi (x)cosx] 


(2n+l)\ 


零 

S^i (x)co&r — C H (x) sinx 


2 ir ^2 


d 2 ( 於 ” /sinx 

， dr 2 ⑷八了 


(2w + l)! 


(x)cosx — C ll (x)siiir 1 


( 2/2 + 1 )! 


S^^i(j)co&r-S^isinr-C v w (j)siiu--C,(j)co&r 


2 ir ^2 


+ 2(n+l)[S^(j)rosx-C w (x)siar] J 

= [ 2( : 右 U ) siar - S ^ ( o -) co ^]. 

即对整数 b + 1)， 公式成立. 

因此，根据数学归纳法,对任何自然数《，都有 

£i(，)= ^ i i [C n (x)siru:-S n (x)co^]. 

【1233】设£ = D 表示微分算子且 


/(D) = ^>*Cr)D *， 

为微分符号多项式，其中 PkUHk ^ 0，1,… ；!） 是关于 I 的连续 
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闲数 ■ 

证明：/(1))《’0"’“（^):' = e^/(D + (: r) 
其中 A 为常数. 

证根据莱布尼兹公式有 

DMPwG)} = {& r uU)V k) 


SCiWVHCr 〉 

i —•； 

k 


而另一方面 


(D + AWt )) 


SOAD ( 

i—O 

k 

^ C k X l L 


uLv) 


(.r). 


所以 DMe^(.r)} = ^(D+A) MwO )}, 


因此 f(D){e^uCj-)\ 


k-0 

参 

^ P t ( x ) - ^(D + A .)^(. r ) 


即 


f(D){^ r uU)} 


，f 

2 尺 ⑺ (D + A ) W ) 

e^ r f(D+X)u(jr )» 

以/⑺ 十 A )“（ x ). 


【1234 】证明 :如果 在方程 = 0 中，设 


中/为自变数，则这个方程具有以下形式 


其中 D 


^jUkDiD — 1> … (D —6 + 1)3 ； = 0 


Jr 


心其 


证因为: T = 匕所以，我们有 
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I 第二章 -- 涵_微分学 


即 


而 


Dy 

dr 


= 

dt 
e~ l Dy 


= e rdy 
dx dt dr 




= e-T) (普) =e 〜 D[n) ： y] 


=e" r [— e" l Dy + e _ ’D 2 }] 

用数学归纳法可证得 


e- 2t D(D-l)y. 




eKD-1)-"(D — 奸 l) ： y. 


① 


事实上，设公式①对々= w 成立，则有 


dz’ 1 dr ' dr n, / 


=e _/ D[e- wlf D(D— 1).”(D —rw + l)jy] 

= e _/ f— me ^0(0 — 1)--(D —：m + l)^' 

+ el D 2 (D _ 1) •• • (D _ m + 1) ： y] 

= e -<-^D(D—1WD —m + l)(D —m)‘ v , 
即公式①对 A == 〃: + 1 也成立.因此•公式①对一切自然数都成 
立.所以，有 




0 


D(D-l)”-(d+l) ： y ， 


因此，原方程变为 


n 


^ 心 D(D— 1) … D (— 々 + 1) 夕 = 0. 


^0 


备 6. 罗尔、拉格朗日和柯西定理 


1. 罗尔定理 如果: 


(1) 函数 / U ) 在闭区间[〜6]内有定义且是连续的； 

(2) J \ x ) 在此区间内有有限的导数 / U ); 

(3) f ( a ) =/(6),则至少在区间（〜6)内存在一个数 G 使 
/( c ) = 0 . 


2. 拉格朗日定理 如果: 
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(1) 函数 /( X ) 在闭区间0,6]内有定义并且是连 续的; 

(2) / Cr ) 在区间 U ，6) 内有有限的导数，则 

f ( b ) 一 f ( a ) = {b — a、f ( c )， 其中 a < c < 6. 

(有限增量公式） 

3. 柯西定理 如果： 


(1) 函数 / Cr ) 和 Wx ) 在闭区间 [ a ，6] 内有定义并且是连 续的; 

(2) / Cr ) 和贫 Cr ) 在开区间 (a A ) 内有有限的导数 / Cr ) 
和 g ’ Cr 〉； 

(3) 当 a < a *<6 时， / 2 Cr )+ g ， 2 U >¥：0 ; 


(4) g ( a ) 9^ g ( b ) 9 9 A 

f ( b ) — f ( a ) f ( c ) l 

kbT - g ( a) 一 pTT ) ，式中 a < c < 


【1235】检验罗尔定理对函数 /( x ) 
3) 的正确性. 


(j— l)(x — 2 )(jt 


解（1>函数 / Cr ) 在 [1,2] 及[2,3]上 连续. 

(2) /( x ) 在 (1,2) 及 (2,3) 内存在 • 

(3) /( I ) =/(2) =0,/(2) = /(3) = 0. 

即函数 fix ) 在[1，2]及 [2,3] 上满足罗尔定理的条件.故由罗尔 
定理，应该存在 o e (1,2) 及 c 2 6 (2,3>，使得/ =0，/( C2 ) 
= 0. 事实上 

f (-r) = (j ： — 2 )(x — 3) + (x — 1 )(x — 3) 


+ U ~ l )( x -2) 

= 3 x 2 -12 j + 11, 


令 / Cr ) = 0 解之得 x = 2 士¥， 

故取 C! =2-^, c 2 = 2 + ^, 

显然 l<q <2,2< c 2 <3, 

且 / / ( c l ) = 0,/ 7 ( c 2 ) = 0. 

这验证了罗尔定理. 

【1236】当々 =— 1和 、 r 2 = 1时，函数 /( x ) = 为 
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g (/ 0 ) = 0 ， 

g f (to) = /(c) • sec?to, 

c = tan / 0 • 

— 185 — 


• 罗尔、拉格朗日和柯西定理 第二章 - 


零，然而当 一 1 < 1时， /( X )关 0,解释这同罗尔定理表面上 

的矛盾. 

解因为 / Cr ) 在 I 二0不存在，即在[― 1,1] 上, / Cr ) 不满 
足罗尔定理的第二个条件，故罗尔定理结论在 [一 1 ， 1] 上可以不 
成立. 

【1237】设函数 / Cr ) 在有穷或无穷区间内的 每一点 
上具有有限导数/"(^)，且 lim / Cr ) = lim f ( x ). 

I m alO x • 办 -0 

证明: /( r ) = 0,其中 r 为区间 (〜6) 内的某个点 • 

证当 U ，6) 为有穷区间时，设 

ky 、 J/( 工 ）， J 6 (a 9 b), 

F ( t ) = , • 

lA , x = a 或 T = 6， 

其中 A = lim ^/( j ) = Jim ^/( x ). 

显然, FCr ) 在 [3] 上连续，在内可导，且 F ( a ) = F (6) .故 
由罗尔定理知，在 ( a ,6) 内至少存在一点 c ， 使 

( c ) = 0 , 

而在 U ，6) 内有广( 0 ：) =/( x ), 

故 / / ( c ) = 0. 

下面讨论 ( a ,6) 为无穷区间的情况. 

若 a =— oo ,6 =+ oo , 则设 


•r = tan/ (— f < f <f ) 


g(t) = /(tanf )， 


在( 


Jl jr 


) 内连续，可导，且 


WmgU) 

^2 


lim /(x) = limg(f) 


lim f(x ), 


故由前面的讨论知,至少存在一点 € (— f ， f ) 


中 

使而其 
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由于 sec 2 託尹 0. 

故 /( c ) = 0. 

若 a 为有限数， 6=+ oo , 即区间为 ( a ，+ co )， 取 6 Q > maxU ，0 }WJ 


(6 0 — a)t 
b Q — t ， 

将区间 ( fl ，6。） 映为区间(<2, +00). 复合函数 

在区间(心心）内满足罗尔定理的 条件 . 故存在 h e ( a , bo ) 使得 
/(to) = 0 , 


ROo ) 


， “). 給赛， 


关0, 


其中 

bo — to 

显然 u < r <+ oc ， 

由于 

故 /( r ) = 0. 

对于 . a =_ oo ,6 为有限数的情形可类似地讨论. 

【1238】设函数 / U )， 

(1) 在闭区间 [ a ， x „] 内有定义且有 （〃一 1) 阶的连续导 

数.广 1 > Cr ); . 

(2) 在区间内有 w 阶导数 / ( ”、 Cr ): 

(3) 以下等式 成立： 

/(. r 0 ) = / Q 、） =…= /( A ) <* r ! … <•〜）， 

证明： 在区间 Cr ., x w ) 内•最少有一个点 0 以致 = 0. 

证在闭区间= 1，2,…， n ) 上，函数满足罗尔定 

理的条件，因此存在 

x ^ ( xt -\ ) ( 々 = 1 ， 2〆••，”）• 

使得 / = 0 (々=1，2,…，; ?)• 

所以在区间 [. r : xV ;](々= 1，2,…， rz —1) 上，函数/⑴满足罗 
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尔定理的条件.因此，存在 

xl G (. r \ 1 jV j ) =1，2,… •// — 1〉* 

使得 f ( xi ) =0 (k = U 2, …，”一 1)， 

继续上述步骤，经过(〃一 1) 次后，得一个区间 
[yr - rr ! ] c : (，” ‘ r 丄 
满足 广 "(#) = f ^ u UV l ) =0, 

于是在 [ or 1 上广”⑴满足罗尔定理的条件，所以，至少 

存在一点 

6 6 (. rr l ^ r 1 ) C Cro , 礼）， 

使得 r"、(o = o . 

【1239】设函数 /( i ): 

(1) 在闭区间 [心 6] 内有定义和有 （p + (/) 阶的连续导 
数尸 WU 〉； 

(2) 在区间 (“,/;) 内有(户 + 9+1) 阶的导数/ 

(3) 以下等式 成立： 

./(“）== /’(“）= ••• = f lp) (u) = 0, 

和 f ( b 、 = '(6) =…=广》 （6) = 0， 

证明; /心⑴⑺ =0 ,其中 r 为区间内的某一点 • 

证我们讨论三种情况. 

(1) p = q . 

在[>，幻上 /( x ) 满足罗尔定的条件.因此，至少存在一点 

^ 1 ° e (〜《，使得 

f ( oc \ l) ) =0， 

再根据条件知， / U ) 在区间 [〜* r 广] 及[>;"，幻上均满足罗尔定 
理的条件，所以，至少存在 

A 2) 6 [“，//’]， 

s 4 2) e [，"，]， 

使得 =/( xp ) =0. 

继续上述步骤，经过/>次后，得到 P + 2 个点 

ajXi p) , x \ p) •…， x 、 p pi ， b ， 
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使得 广> ( a ) =产> w 、一… fp 、( x ^) 

= 广 (6) =0. 

对 F ( x ) = U ) 应用 1238 题的结果知，存在 
c G (“，&)， 

使得 F _)( r ) = 0， 

即 • =0. 

(2) q> p. 

设 9 = /) +々(々为某正整数） 

对 /( x ) 重复运用 (p + 1) 次罗尔定理，知在(〜6)内存在(/) + 
1) 个点 

: yi ，： y2, …，: y 州， 

满足 f pH ) ( y k ) =0 (々=1,2,…，户+ 1)， • 

再注意严⑹= … = f ， b ) = Q . 

对广 H > ( x ) 重复应用々次罗尔定理，得在 ( a ，6) 内存在(夕+ 1)个点 


，之 2 ,…，， 

使得 =0 U = 1,2,…， p +1). 

再将1238题的结果应用到 F(x) = 知存在 

c 6 (^ 1 ，： ah ) Cl ( a ， b 、， 

使得 F ^( r ) -0, 

即 = 0 . 

CS ) p > g 时，类似地讨论可得 结论. 

■ 【1240】 求 证:如 果带有实系数二0,1… W 的多项式 

P „( j ) = a ^ x n + … + ( a 0 ^ 0) 

的所有根为实数，则它的逐次导数 P r Ax )^ f Ax),- 9 PlT l ) ( x ) 
也只有实根. 

证设的根为 ai ， cr 2 ， …， a * ，其中 印 的重数为 w , U = 
1，2,… 4). 则根据题设有 a〆 / = 1，2,…，々 ） 均为实数，并且 n 〗 + 
nz +…+〜= W ， 于是，我们有 

P n {x) = a 0 (x —aj )"* (：r —o ： 2〉 n2 "*(>r 一 a% )” A ， 

显然，山为 P \{ x ) 的％ — 1重根 (/ = 1 ，2、…， k \ 由于 
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Pn(ffi) = JP„(a 2 ) =…= Pn(a k ) = 0, 

Pn(x) 可微，由罗尔定理，存在 

分 G (a, ， gh*i ) ， 

使得 P f n (rfi) = 0 (i = 1，2,…，々 一 1)， 

即切，…，^为， B Or ) 的根•又 

k k 

(々一 1) + ^(n, — 1) = y^rz t 一 1 — n — l. 

注意到 i ^ Cr ) 是(《二1)次多项式,^而它只有 (m — 1>个根.因此 
P\(x ) 的所有根为 

a\ ，…， ak，％ ，…， rp^” 

它们均为实数.这样我们证明了一个 n 次实系数多项式，如果它的 
n 个根均为实数，则它的导函数的 n — 1个根也必全为实根.将这 
样的结果应用到 P\U) 上 ，可得 P\(x) 的根全为实根.依此类 
推，便可得到 ( x ) ,广 Cr ) ,…, P ( r l) ( x ) 都只有实根. 

【1241】 证明: 勒让德多项式 

所有根都是实数且包含在区间(一 1，1)内. 

证设 Qz " Cr ) = (x 2 -\r = ( x - l)"(x + l )" 

CkCr ) 为 2 n 次多项式，且仅有实根，其中 x =— 1为 n 重根 ， 《r = 
1 也为 n 重根.因此，根据 1240 题的结果知 

⑽ =点£^”⑺， 

也仅有实根，且都位于[-1， 1] 上.因为一 1为 CL ( x ) 的 n 重根，故 

一 1不是 £^ Q 2 »(： t ) 的根，因而也不是 P . U ) 的根.同理1也不是 

P n U) 的根,因此, ACr ) 的根全部位于 (一1,1) 中. 

【1242】 证明 :切贝 绍夫一拉盖尔多项式 

L n U) = e " 基。， 

所有根都是正数. 

证设 Q (: r ) = / e — i ， 
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则由莱布尼兹公式得 

Q ⑷⑴ = e-"[(- l) m x n + (- D^clnx ^ 1 + … 

+ (-1)(^、(72—1卜(》1 + 2)工一 

^rn{n — l)«**(w — m4- Djt 1 ^] 

(m = 1 ， 2,… ， w). 

显然 Q ( m ) (0) = 0 (m - 0,2,…，”_1), 

其中 Q (0) ( x ) = Q ( x ), 

但 Q ( n } ( 0 ) = n ! 关 0. 

又 lim Q (rn) ( x ) = 0 (m = 0，1，2,…，; ?）• 

对函数 QCr ) 和区间 (0, + oo ) 应用1237题的结论，得存在 

工 (1) 6 (0, +00)， 

使 = 0. 

再对函数 CCr ) 和区间 (0， x ⑴） 及 Cr <n +⑺）应用1237题的结 
论，知存在 

of ) e (0, X ⑴）,4 2 ) e (: r ⑴， + oo ). 

使 . d \ x \^) = d \ x ^) = o . 

这样继续下去，反复应用1237题《次得在区间(0, + CO ) 内存在 w 
个点 x 严，工 W ，…,，使得 

Q n) U \ n) ) =0 (i = 1,2 ，…， n ). 

所以 L n ( X ^ ) = 0 (i = 1,2, …， 77), 

即 ； r ^ ，•^ ，…，々> 都是 LCr ) 的根.而 

Uix ) = V £^( x ) 

=(-1)”工” + ( — D ^ Clru :^ 1 + …+ 77!， 

是 n 次多项式.故 LCr ) 恰有 n 个根，因此是 
L n ( x ) 的全部根，它们位于 (0, + oo ) 内. 

【1243】 证明: 切贝绍夫一埃尔米特多项式 

H n ( x ) = (― 1 )”〆 ^( e ' x2 ), 

所有的根为实数. 

证设 Q ( x ) = e 〜 2 . 我们用归纳法证明 CT (X) 有 n 个相异 
—190 — 
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的实根， 

易求 Q f ( j ：) =— 2 xe jl , • 

显然 G U ) 有一个实根 o - = 0. 

设 CTCr ) =0 有々个相异实根 
y ) < # < … < jf) ， 

CTCr ) 是 e 〜 2 与一个々次多项式的乘积，所以 

Q ⑷ (x) =Ae^\x-x\ k) )U^ k) )•• •(: r — ， ） ， 

其中 A # 0是一个常数•下面我们证明 Q (H n ( x ) = 0有 a +1 ) 个 
相异实根.事实上，因为 

• Q … U …） = Q k ) Ul k ,\) (/ = 1，2,…，”一1)， 

由罗尔定理，知存在 
说 " € (#, 通）， 

使 Q ( m ) (4} t ") =0 ( i = 1,…， n _ l )， 

又因为 limQ a > ( x ) = 0, 

^r-^cc 

及 Q a, (x{ 4) ) = 0. 

由 1237 题的结果,知存在 

xr ° e (-〜 d 
使得 Q ( M ) ur i) ) = o . 

同理，存在 

e w 〉，+ co ), 

使得 Q <m) (^ n ) = o f 

即 Q M ) ( x ) = 0 有 (A + 1) 个实根.故由数学归纳法，知对任何正 
整数 nQ ， x ) =0，有《个相异实根. 从而札 Cr ) 有77个相异实 
根.而 H ,(« r ) 为72次多项式.因此, fUa :) 的根全为实根. 

• 11244] 在曲线 ：y = : r 3 上某点的切线平行于连接点 A (—1 ， 

一 1) 和点 B (2,8) 的弦,求出这个点. 

解 设所求点为(: r 。 ，: y 。） ，由题意有 

/(a ： o) = 3 jt 0 2 = ! = {= j; =3， 


解之得 X。 =_ 1 ， 
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^_AByag9n| 

— ) ]_ 

或 Xo = 1. 

故所求点为 (_1, 一 1) 及 (1,1). 

[1245] 如果泌<0,函数 /( x ) = j 的有限增量公式在闭 
区间 [ fl ,6] 内是正确的吗？ 

解不正确.事实上，如果有限增量公式在此区间成立，则有 
fib ) — f ( a ) = f ( c)(b — a ) c 6 ( a ，6) ， 

即 =—4(6 — a ), 

b a r 

即 — ~7^ ~b). 

ab c 

所以 c 2 = a 6 < 0 矛盾 • 

因此，有限增量公式对于函数 / Cr ) = 士在0,6](必 <0)上 

不正确，原因是 /( x ) 在 T = 0处不存在,故有限增量公式的条件 
不满足. 

【1246】 如果： 

(1) f(x) = ax 2 +hx +c (a # 0); 

(2) fix) = x 3 ; 

(3) /( x ) =^; 

(4) / Cr ) = e ' 

求函数 0 = (?(1，&)，使得 

/(x + At ) — fix ) = Ax/’ (: r + 0 Ax ) 

(0<^<1). 

解 （1) /( jt ) = 2 ar +6. 

于是，有 a(x + Ar ) 2 +6 (x + Ar ) +r — ( ar 2 +&r + c ) 

= Ar [2 a(x + dlr ) +6]， 

即 2 azAr + aAx 1 + b^x = 2 arAr + Q • 2aAx 2 4 - b^x 、 

化简之得 0 = |- 

(2) / Cr ) = 3/ •于是有 
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(x + Ar ) 3 — x 3 = Ar • 3 (x + fllr ) 2 


如果 x = 0,则 (9 




如: r 关0,则有 3^Ar+6fa-(3j：+Ar) 


所以 


- «r 士 >N /:r 2 + J Ar + j(Ar ) 2 


Ar 


其中正负号的取法由 x，Ar 的符号及条件0 < 0 < 1决定, 


(3) fix ) 




.于是有 


x+Ar 


Ar 

(: r + D 2 ’ 


或 


所以 


^ Ar 2 + 2 x 0 • Ar — jAx 


0= ^ A ^ ± 


Ar 2 Ar 


其中正负号根据条件 0 < 0 < 1 来确定, 
(4) /(x) = e ^. 于是有 
. ^ -e" = Are 1 ^. 


所以 


Ar Ar 


11246. 11 设 

fix) e c <l) (-cx> f +c«), 
且对于任何 X 和 / i , 有恒等式 

/(x + / i )-/( x )=/ i / ， ( x ). 
证明 JCr ) = or +6,其中 a ，6 为常数. 
证因为对任何 a ： 和 A 都有 

f(x + h)-f(x) =hf\x), 

特别地取 x = 0,则对任何&都有 
f(h)- /(0) = hf\0). 


fU ) 


+ b . 
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i _ 

其中 a — /’( O )，6 =/( O ). 

【1246.2】 设 

/ Cr ) eC (2) (- c «,+ oo ). 

a 对于任何 x 和 a ，有恒等式 fu + h )- fu ) = hf ( x +1). 

证明: /(: r ) = ox 2 +&r + c ， 其中 a ， Z ? 和 c 为 常数. 

; 证 因为对于任意的: r 和 A 都冇 

fXjr + h ) ~ f ( x ) = 九/’卜 + 音)， 

在上式中将 i 看成常数，对 A 求导数得 

/(x + fc) = / ( X + "f )+ y/ ( x + "I ) ' 

即 / ^Or + ZO - /"(1 + 音卜音/ 7 (工 + 音)， 

特别地，取 i + | =0得 

/( 音)一/(0)=音/’(0)， 

由/ I 的任意性，得 

# 

f ( x ) = lax +6， 

其中 /(0) = 2 a 9 /( 0 )= b . 

令 F ( x ) = fix ) — ax 2 — hx , • 

则 P ^ Cx ) = f (^ r ) — lax —6 = 0. 

因此 F ( x ) = c = /(0) ， 

故 f ( x ) — ax 1 +&r + c . 

其中 a ，6， c 为常数. 

【1247】 证明 :如果 x >0, 则 

4 Vx + l — y/x = r 1- ， 

2 y / x -\- Q ( x ) 

其中< Q ( x ) ^ 备，并且 lim 0 Cr ) = j ， lim 0( x ) = 

证当 x > o 时，对函数 71 应用有限增量公式，得 
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; — 涵_微 分学； 


vT+T-v^ = 


2 Vx-^dCx) 


解之得 d ( x ) = + +去 （/ x(x + l ) — r )， 


当 : r = 0时，0 = 
当: r >0 时，有 


4. 


0 ^ yjx{x + 1 )— 0 ： 


X 


Vx(x + 1) +x 


< 


x 


2 x ~~2 


所以 + < 沒(了） < +++ = +， 

并且 lim 沒 (:r) = limrj +-^-( */x(x+ 1) — *r) 

•r-HO *0L 4 u - 

[++ 音 (yxCr + l)- ： r, 


limd ( j ：) = lim 




+ 


x 


2( yx(ar + l )+ x ). 


[1248] 设 


3-x 2 


fU) 


x 


当 0< x < l ， 

当 1 < X < oo 


在闭区间 [0,2] 上确定函数 / Cr ) 有限增量公式的中间值 

— X ， 当 0<« r < l ， 


当 l < x <+ oo , 


解/⑴ 

& /- ( 0 ) = / + ( 0 ) =- 1 , 

所以， / Cr ) 在 (0, 十⑺）上可微，在[0,2]上连续且 

3 


/( 0 ) 


，/ (2) 


据增量公式有 


=-c(2-0 )， 
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或 音一音 = _7( 2 — 0 ). 

所以 c = 音， 

或 c =42 (C =一7^不合适，舍去 )• 

这就是所求的中间值. 

【1249】设 / Cr ) -/(0) = x / T ^)]. 

其中 0<$ Cr ) < x . 

证明：如果当工>0时， / Cr ) =: rsin ( lar )，/(0) = 0,则函数 
? = $( x ) 在无论怎么小的区间 （0， e ) (这里 e >0) 内也是不连 
续的. 

证假设 ?( x ) 在某区间 (0, e ) 内连续 (e > 0). 

因为当 o ：>0 时， 

f ( x ) = sin ( lnr ) + cos ( lar ) = T^sin (予 + lnr ). 

故由 /( x )-/(0) = x / / ( f ( x )>, 

得 xsin ( lar ) = xV 2 sin ^ + 1喊(了) )• 

从而 sin ( lar ) = V ^ sin(f + ln ^( x ) j (0 < x <+ °°) ， 
现取一个充分大的自然数 N ， 使 

— 2 Nn + f < 1说(| ) ， 

由0 < 奋 ( x ) < x 知 lim $( x ) = 0. 

x ^ H ) 

从而 limln ^( x ) =—°°t 

x » H ) 

因此，可取 0 < d < 音，使1咕(5) <- 2 Ni , + ^. 

由于 ln ^( x ) 在上连续，据连续函数的介值定理知，存 

在工。6 ( d，f ) ，使 

ln ^( xo ) = — 2 Niz + 9 
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于是 l > sin ( lnx 0 ) 


y^sin(f + ln^(xo) 


42 . 


矛盾.因此 $ Cr ) 在任意小的区间 (0, e ) 内不连续. 

【1250】 假设函数 /( or ) 在区间 ( a ，6) 内有连续导数 /( x ), 
对于区间 U ，6) 内的任何一点6能否从此区间指出另外的两点 A 
和 x 2 , 使得 


(工 2) 一 /( 工 I ) 


/(e) (x, <e<x 2 >. 


研究 :/(： r ) = x 3 (- i < x < 1), 其中 e 
.解不可以.例 如:设 

/(x) = X 3 (― 1 < X < 1 ). 

对于 f = o , 就找不到所需的: n 和 X 2 , 使 

) 一 f(.X\ ) rr\\ _ r\ i 


/( 0 ) 


亊 实上, 


(工2) —/( Xi ) 



— x \ 


( X ! <0< X 2 ). 
x \ + X1X2 + x \ 


= jri + x ? — I Xi M 工2 I 
> x\ +J ：1 — 2 I Xi M x 2 I 


• = (| x 2 I —I Xi I ) 2 > 0 . 

【1251】 证明下列不 等式： 

(1) I siar —sinjy |^| x — y \ ; 

(2) py^ 1 (x — y) 广 Vjr — jy) ， 若 OCyCx 


&/>>!； 


(3)| arctana — arctan ^ |^| a — b \\ 


(4) 


a — b 


< ln - r - < 


a — b 


，若 0 <6< a . 


证 （1) 根据拉格朗日定理，有 

I sinx — sinjy | = | (x — y ) cos ^ |^| x — y | 

其中， $ 位于 x ，： y 之间 • 

(2) y = pe^~ l ( x - y ) 9 
其中0<7<^<0：.由于 P >1， 所以 
广 CF 1 o •广 1 • 
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py^ (x — y) < x p — y p <i px ^ 1 (x — y) 


(3) I arctark 2 — arctani | 


T +? 


( a - b ) 


<\ a ~ b \ 


其中， $ 位于^ ，6 之间. 


(4) lna — ln6 = 


a — b 


其中 


0<6<$< a ， 于是 


a — b 


a — b / l a ^ a - 


【1252】解释在闭区间[一 1,1] 上，为什么柯西定理对于函 
数 fix ) = : r 2 与 g ( x ) = cc 3 是不正确的？ 

解因为当1 = 0时， 

[/( 0)] 2 + [ g ( 0)] 2 = 0 ， 

所以 /(： T ), gCr ) 在 [一 1，1]匕不满足柯西定理的条件•因此，柯西 
定理的结论可以不成立.事实上 


f(l)-A-l) 

g(l) —g(— 1) 


而 


L o 


ee ( 一 i ， i),e 乒 o • 


它们是不相等的. 

【1253】设函数/⑴在闭区间 [ x ! ，: r 2 ] 上可微分，而且 u 2 
>0, 证明： 


工2 / Cri ) /( X 2 ) 


m n 


其中 X \ < C . ^2* 


设 〆 : T ) 


， F ( x ) 


fix ) 


由于 I1I2 >0,故 0 發 Dr , ，: r 2 ], 从而 gCr )， F (: r ) 均在 |> i ，: i ： 2 ] 上 


可微，且 


[/( 1)] 2 + [〜)] 2 
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g (工 1 ) ^ g ( jr 2 ). 

因此， FCr ) 和 gCr ) 在[々 ， x 2 ] 上满足柯西定理的条件，故至少存 
在一 •点 $ 6 ( Xi ，： T 2〉， 使得 

f(x 2 >-f(x 1 ) = rye ) 

gU 2 ) —gUi) g ($) 9 

f ( x 2 ) /( o - i ) g 疒⑺一 /( f ) 

即 ' — x -^- = — ^ — . 

■ — 11 ■ ■■■ " ■ _ 

X 2 X ] f 

整理得 ― 1 — ^ :、=/(6)-^(6). 

: Tl — 工 2 /( Xi ) f ( x Z ) 

【1254】证 明:如 果函数 / Cr ) 在有穷区间内可微分， 
但无界，则其导数 / U ) 在区间 ( C 2,6) 内也无界，逆定理是不芷确 
的(举例说明). 

证假设 /( x ) 在 U ，6) 内有界，即存在 M >0, 使得 

| / ( x ) |<M X 6 (a 9 b). 

取定 c 6 ( a ,6). 由有限增量公式知对任何 x 6 U ， b ) 有 

I fU ) - /( c ) 1 = 1 a：-c M /(?) |< M (6- a ), 

其中4位于 i 与 c 之间. 

因此 l / U ) I <1 /( c ) | + | / Cr )—/( c ) | 

</( c )+ M (6- a ), 

即 fix ) 在 ( a ,6) 内有界，这与假设相 矛盾. 逆定理不真，例如 

# 

/( x ) = sin — , 

x 

在(0，1)内有界，但 / Cr ) =一古 sin 士 t 

却是无界的. 

[12551 证明:如果函数 / Cr ) 在有穷或无穷区间内具 
有有 ^ 导数 / U ), 则 fix) 在 Gz ,6) 内是一致连续的. 

证 设丨 / U ) |<M a：e ( a ， b )， 

对于任给的 e >0, 取则当 : ri ，: c 2 6 ( a ,6)5.1 x x — x 2 |<5 时， 
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有 I /(xi)—/(x 2 ) I =| Xi —x 2 I I /($) I 

I xi — x 2 |< e ， 

其中， f 在 A 与 j : 2 之间. 

因此, / Cr ) 在 U ，6) 上一致 连续. 

【1256】证明:如果函数 / U ) 在无穷区间 ( x 。 ， + oo ) 内可微 
分，并且= 0,则= 0,亦即当: r+f oo 时, 

fix) = o(x). 

证 因为 lim / / ( x ) = 0 

故对任给的 e > 0, 存在尺 ！ > maxU ! ，0}， 


使当工>兄时，恒有 

由有限增莆公式，当工>沁时有 

|/ Cr ) — / (私 ） \.= \ x - R ^ M /(^) I 

<-|(x —l?i)> 

其中 /?, < e < x . 


从而 丨 / cr ) l </ a ? i)+f I 工一私 l . 


取 k 2 > Ri ，使 ； 1 )」 < f , 则当工 > 私时 


fU ) 

< 

f ( Ri ) 

+ f 

x — R \ 

JC 


X 

2 

X 


< imii +i<f+i=£ . 


因此 lim = 0. 

X-^oo X 

I 1257 J 证明:如果函数 / Cr ) 在无穷区间 (: r Q , +oo) 内可微 
分， 并且当 x -^+ oo 时， /( i ) = 0 (: r )， 则 lim \/( x ) \ = 0,特别 

X -^ T <» 

是，如果 存在： lim / Gr ) 则 6 = 0. 
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因为 lim 


f(x) 


0,所以，对于任意常数 a ， 有 


lim 


(x)- f(a) 


x — a 


lim 「迦 (1 + -^)— i ^"|= 0. 

r-^fooL x V x — a ) x 一 a 」 


于是，对 a n = max{n,x 0 + l} (w = l ， 2, … 

使得 - 

f(b n )-f(a„) 丄 
K —a„ n # 

由拉格朗日定理知 ，存在 c”:a„ < ,使得 

/(Cn) = L ^ f ^ 9 

o n —a„ 


(n = 1，2,…），总 存在乂 > a n ， 


由于 

故 

故 


I /(cj I 〈丄 

n 

lim 丨 /(c„) | = 

i^oo 

c n ^ ci„ n 9 
lime” =+oo ， 


(n = 1 ， 2 ,…） 


故 Hm I fix) | = 0. 

特别地，如果 lim/Cz) = 是， 

则 I A 丨 =lim 丨 /"(:) I 
因此 k = o. 


【1258】 （1) 证明:如果： 

① 函数 /( x ) 在闭区间 [ x 。， X ] 上有定义且是连 续的; 

② / Or ) 在区间(: r 0 ，； O 内有有限导数 / Cr ); 

③ 存在有限或无限极限 

lim fix ) = f ( x 0 + 0), 

«r^r 0 +0 

则存在相应的有穷或无穷单边导数 /+ Cr 。） 且 
f + Cr 0 ) = / / (^'o +0). 
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吉米多维绮数学分析习题全解(二) 


(2) 证明 ：函数 


fix ) 


arctan 


1 +t 
1 —x 


Cr 关 1) 及 /( l ) 


存在有限极限 hm / G ), 但函数 /( x ) 没有单边导数/_ (1) 及 /. 

x^l 

(1). 给出这个事实的几何解释. 

但是在这一点存在广义的单边导数(参习题 1009.1). 

证 （1) 由有限增暈公式，有 


(•To + Ar ) —/( x Q ) 
Ar 


/(•To 


(Ar > O , O <0<1) 


•To + 0. 


当 △!* 0 时 JT 。+ (hx - ► Xo + 0. 

由假设条件知 

lim / (xo + QAx ) = f ( x 0 +0). 


At + H ) 


lim 


所以 lim /^ o + At )^/( x 0 ) 

/jX 

即 ( x 0 ) =/( xo +0). 

(2) 当 o : 关 1 时， 


/Uo + 0), 


• / Cr ) 


1+( 全 


i _ 

1 +x 


1 ~x + 1+x 
(1- x ) 2 


1+ x 2 - 


于是 lim /( x ) 


{ }^ TT ? 


但 




Cr )-/(1) 
x—i 


J 9 


arctan 


l±x 


lim 


X — 1 




( x )-/( l ) 
X — 1 


arctan 




1 +X 
1 — X 


所以 /-(1〉 及 /+(1) 均不存在. 


因为 lim fix ) 

j-^140 


号 ， lim fix ) 

L x-^i—o 
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§6. 罗尔、拉格朗日和柯西定理丨第二章一元函数的微分学 

即 *r = 1为 fix ) 的第一类不连续点.函数在这点产生了跳跃.所 
Vl fix ) 在 .r = 1处无导数. 

y = fix ) 的图形如1258题图所示 


112591 



<6时, /( x ) =常数. 

证取点 x 。 6 U ,6) ,则当 I 6 U , 6) 时，由有限增量公式可 

得 /(工） 一 /(工0) = —x 0 )» 

其中 c 位于 0 ：。 与 X 之间. 由于/ ^c) = 0. 


故 f(x)-f(x o )=0, 

即 fix) — f(x 0 ) =常数 • 

【 1260 】证明 :导数 为常数 /(x) =々的唯一函数 /U) (— 
oo < X <+ 是线性函数 fix) = kx+b. 

证 因为 (/Cr) 一； b:)，= /(x)-k = 0. 

于是 f{x)-bc=b (常数）， 

故 f{x)=bc+b (线性函数) • 

【 1261 】如果 /^Cr) =0, 函数 /Cr) 能有什么性质？ 

解 /(x) 为次数不超过 r? 的多项式，事实上，当 /Cr) = 0 
时，由 1260 题结果知 /Cr) 即当 a = 1 时，命题成立. 

假设当 n = k 时，命题成立，下面证明当 n = k+l 时,命题成 


立•即严 n ( i ) =0. 

由归纳假设知/( I )为次数不超过々的多项式，设 

f (x) = akX k +ak-^x ^ 1 + … +Oo ， 








其中 fl。， …，〜 为常数，设 


FCr ) = fix )- (击， + + … +¥)• 

则 ( x ) = f ( x ) — ( dkX k -\- ai t - x x k ~ x + … + a 。）= 0. 

因此 F ( x )= C (常数）， 

即 /(工) = k ^ l aM+ 〒？ + …+ ¥ + C - 

因此,由数学归纳法知，命题对任何自然数均成立. 

11261. 11 设 / Cr ) e c ( TO > (- co f + 00 )，且对于每个 : r 存在 
自然数〜 (〜 < ；!) ,以致/%> (： r > = 0. 证明函数 fix ) 是多 项式. 

证 对于任意的办 € (― oo ,+ oo ),— 定存在及 
数歹!，使得 lima :* = X 。， 

^OC 

及 f l Hx k )=0. 

事实上，取 x , = x 0 + y , 由假设知 ，存 在、 ( ft :. < n ) 使 
/%' U ) =0. 

由于\ m , 故存在 Ul < n ) 及一子列 U 4| } 使得' = /• 不妨仍 

以 Ud 记此子序列，故 

linu ：^ = x 0 ^ / (/) ( x * ) = 0. 

J^oo 

由/ DCr ) 的连续性，知 

f l) (x 0 ) = lim^^x^) = 0. 

^OO 

由于 / </) ( x 0 ) =/ /) ( x ,) =0, 

由罗尔定理知，存在 4” € U ， x *)， 使得 
f M) ) = 0. 

由于 limxi ” = X 。， 

再由/ (m) ( x ) 的连续性有 
/ <m> (x 0 ) -0, 

依此类推，我们可得对任何大于等于 Z 的自然数 m ， 都有 
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e 罗尔、拉格朗日和柯西定理 .第二寒 I 


/ m) (x 0 ) =0 ， 

特别地 ，产 ( X 。〉= 0,由: r 。 的任意性，有 

f n) ( x ) = 0 . (― oo<x <+ °°). 

由1261題的结论有， / Cr ) 为次数不超过; I 的多项式. 

【1262】 证明: 满足方 程：/ =^ y(A = 常数〉的唯一函数 : y = 
y ( x )(- oo < x <+ oo ) 是指数函数 : y 其中 c 为任意常数. 

提示 :研究 (: ye ^/. 

证设 : y = yix ) 是满足方程的函数，令 
Fix ) =外一紅， • 

则 jF ^ Cx ) = 一 Aye—h = (y — A ^) e _Ar = 0, 

因此 F ( x ) = C ( C 为常数）， 

即 y = Ce ^. 、 

H 2631 检验函数 


fix ) = arctan } 十 ■ 工 - 

1 — x 


及 gix ) = arctaar ， 

在 (lXr < 1及 (2 Xr 〉 1的范围内具有相同的导数. 
推导这些函数之间的关系. 

解当 x < l 或 o :> l 时， 


/( x ) 


J _ 

l+j 




1 ~ j:+ 1 +x 
(1-x) 2 


1+ x 2 


g’Cr) 


故 


fix ) 


TT ^, 

〆 (工） 


Or>l 或 / Cl ) 


因此 /( x )- gU ) = G ，当 :r < 1 时. 
fix ) — gix ) = C 2 ， 当 : r 〉 1 时. 


下面确定 G 及 C 2 . 


Ci = /(0) — g (0) = arctan 1 — arctanO 


4 
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吉米多維奇数学分析习题全解(二 ）I 


C 2 = lim ( f(x) — g(x)) 

JT 

=lim ( arctan !"十 J — arctaar 
V 1 — x 


jr 


3 丌 


arctan = arctan^ 


JC 


arctan 


l+x 


arctaar 


_3n 


x 


Cr < l >， 


1 ). 


【1264】证明以下恒等式: 


(1) 2arctaar + arcsin 


2 x 


1 +x z 


7rsgar 


当 


(2) 3arccosx — arccosC3x — 4x 3 ) 


当丨： r |< 


故 


证 （1) 当 |: r |> lB 寸, 


所以 


(2arctaar + arcsin 丄 ) 


1+ t 2 



1- 


4? 


2(l+x z )-2x> 2.r 

(1+ir) 2 


(1+x 2 ) 2 


0. 


2arctaar + arcsi 


2x - 

n r+?; 


2arctanr + arcsin 


2x 


l + x 2 


Q (当 j ：>1 时）, 


Q (当： r<—l 时) 


Ci = 2arctanV^ + arcsin = 丌 


Cz = 2arctan(— 万 ) + arcsin (— 夸 )=—7t. 


故当 I i |>1 时， 


2arctaar + arcsin 


2x 


1+x 2 


7rsgar. 
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. 罗尔、拉格朗日和柯西定理 


第二章一元函数的微分学 


当丨11 = 1时，上式显然成立. 
因此，当时， 

• 2 

2 arctanx + arcsin 


• 2 x 

m Y +7 2 


7rsgar. 


(2) 当 | o:|<f 时， 

[3 arccosx — arccos (3 :r — 4 x 3 )]' 


/FT? 


— (3x —4x 3 ) 


(3-12 x 2 ) 




( l - a - 2 )( l -4 x 2 ) 


3(1-4 x 2 ) 


故 


3 arccosx — arccosOj * — 4 r 3 ) 




将 a ： = 0 代人上式得 C = 3arccos0 — arccosO = 兀， 
当： r =土 时，显然有 3arccosx — arccos( 3x — 4r 3 ) 


因此，当 I I < 了 时 3 arccoso : — arccos (3 x — 4 x 3 ) 
【1265】证明 :如果 

(1) 函数 /( x ) 在闭区间 0,6] 上是连续的； 

(2) 在此区间内具有有穷导数 /( x ) ; 

(3) 不是线性 函数； 

则在区间 U ，6) 内至少能找到一个点使得 


则 


I /( c ) |> 


Xb )- f ( a ) 
b — a 


给出这一事实的几何解释. 
证当时， 

设 Fix ) = fix ) — f ( a ) - 

F ( a ) = F ( b ) = 0. 


m — f ( a ) 
b — a 


(jc — a ) 
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且当 a < :r < 6 时, R : r ) 矣 0(/( x ) 为非线性函数).设在 q 点 (a 
<cy <6) , F ( Cl ) 乒0,不妨设 F ( c ,) > 0,在区间 Oa ] 及0】，6] 
上分别应用拉格朗日定理，存在 Q 6 02 A ) 使 
〜卜 心二 一 吵 一 匕 ㈣ > 0 .. 

C \ — a c \— a 

zz 6 ( ci ，6)， 使 

矿 (Z2) = F( _ ^F ( 丄 】 —) ■ = =^><0. 


F (6)- F ( c ,) -FM 


而 


b — ci 


( x ) — f ( x ) — 


b — ci 


<0. 


⑹一 f ( a ) 

b — a 


所以 /(:,)〉 , K (a) , 

f(z2)< f^TJia\ 

o 一 a 

因此，当 — /( fl ) 彡0时丨 J \ z 0 |> 

o 一 a 

当 ⑷ <0 时， 

b — a 

丨々、 nb)- f(a) 

l/( 々） l> b~a " • 


Xb )- f ( a ) 
b — a 


于是，命题得证. 

这个事实的几何意义是:对于一条非直线的连续曲线段，如 
果曲线段上每点都存在不垂直于 Qr 轴的切线，则在曲线上至少 
存在一点 C , 使得在该点曲线的切线斜率的绝对值大于连结该曲 
线段两个端点(〜/01)),(6，/(6))的弦的斜率的绝对值.亦即，该 
切线比弦更陡. 

【1266】 证明 :如果 

(1) 函数 / Or ) 在区间 0,6] 上有二阶导数 / Cr ); 

(2) /( a ) = /(6) = 0； 

则在区间 ( a ,6) 内至少存在一个点使得 


I f ( c ) 1>在土^ 丨/⑹一/⑷ I . 
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令 M 


4 

(b — a) 


H /(6)—/( a ) l . 


反设 l /'(： r ) |<M ( a < x <6), 

取 x 。 为 [ a , 幻中任意固定点，作函数 

FCx ) = /(:) 一 C /( a ： o ) + f ( x 0 )(x — Xo )]» 

G(x) — (x —j: 0 ). 

不妨设: r >: r 。， 那么有 

F(x 0 ) — G(x 0 ) = 0, 

P ( 了 ） = / / (x) —/(aro), 

G f ( a :) = 2( x — : r 0 ) ， 

F ’( x 0 ) = G \ xo ) == 0. 

且 圹( 1 ) =/’ Cr )， 

(/(x) = 2. 

在 O 。, x ] 上， fXd 与 GU ) ， 及 F ' (: r ) 与 GCr ) 满足柯西定理的条 

件，对 FCr ) 与 G ( x ) 及 rCr ) 与 G \ x ) 应用柯西定理，得 

FU) = F(x)-F(xo) = F\c) 

G(x) G(x) — G(x 0 ) G'ic) 


且 


〆 ((：）_ 〆 (: T 0 ) 

G\c)-G\x,) 


i ^( g ) 


疒 ( f ) 


其中 (xo » x ) 9 $ ^ ( J ：0， C ) ，从而尽 6 ( X 。 ，《2 T ) ，当 ，类似地 

讨论，我们有相同的结论，所以 


/(x) = /(x 0 ) 4-/^ 工 。)。— a: 0 )++/’($)(：r — 工 0 )、 
其中6是位 x D 与: r 之间 的点. 特别地，在①中取 


① 


ayX 


a+b 

~2 _， 


并注意到/(«)=0,有 


/( 中 )=/ ⑷+ 


(b-a) 


/’( Cl )， 


② 


其中 


a < Ci < 


a-\-b 


再令 


b,x 


a + b 
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吉米多维 奇数学分析 习题全解 (二） 

得 /(^) = m + ^=^/( r 2 ) , ③ 

其中 ^< C 2 < b . 

由②及③式得 

|/(6)-/ U >| 

= | (fc - a > 2 (/( C2 )-/( Cl » 

# 

< ( 6 〒 - )2 (丨 /(c 2 ) | + | /(c,) l)<^~ a)2 M 

= ¥•^7 ⑽-，⑷丨 

=1 /(&) —/(a) |. 

矛盾!因此，在 U ， A ) 至少存在一点 c •，使 

I /Cc) I>(^y7 l/(6)-/(a) |. 

【1267】汽车从某个起点站开始行驶，在 f 秒钟内跑完了全 
程，在此时间内经过的距离为 s 米.证 明：汽 车运动的加速度的绝 

对值在某个瞬间不小于~ 

证设 s = /(《)• 

则加速度为 a ⑴=|| = /(山 

则1266题的结果知，在 (0,0 内至少存在一点使得 

U ⑹ 1 = 1 fw i ^4|/ a )-/(0)| = ^ 

§7. 函数的递增、递减.不等式 

1. 函数的递增和递减如果当 agon < x 2 <6时， /( x 2 ) > 
fM (或者对应地当 a ^ x x < x 2 ^ b 时, / U 2 ) < /(々）），则称 
函数 /( x ) 在闭区间[>，6]是递增(或递减）函数. 

如果可微分函数 /( x ) 在闭区间0,6]递增(或递减），则当 a 
< x <6 时 /’( x ) >0,( 或者当时,/ ^ xXO ). 
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§?• 函数的递增、递减 • 不等式 I 第 z 章 一元函数的 微分学 


2. 函数递增(或递减）的充分条件如果函数 fdx ) 在闭区 
间1>，幻上是连续的，并且在区内有正(或负）导数 / O ：) ，则函数 
/(工）在[〜6]上递增(或递减). 

确定下列函数在严格意义上的单调(递增或递减）区间 (1268 〜 
1178). 

【 1268 】 ^ = 2 + ^-x 2 . 

解 / = l-2x. 


当工 6 (—⑺，音)时， y > o , 函数 增大; 

当(如 + oo ) 时，/ < 0 ,函数 减小. 

【1269】 ： y = 3n 3 . 

解 / = 3-3 o ： 2 = 3( l - x 2 ). 

当 一 oo < x < — 1 时 , 3 / < o , 函数 减小; 
当 一 1 < i < 1 时,/> 0 ,函数 增大； 

当 l <: r <+ oo 时， / CO , 函数减小. 

【 1270 】尸 


解 




当 一 00<0；<—1时，3 / <0,函数 减小; 

当一 时，:/〉9,函数 增大； 

当1 < I <+⑺时 ， y < 0,函数 减小. 

112713 ( ^ 0) - 


解 


- j + loo 

2v^Cr + 100) 2 


当 0 < i < 100 时，:/ > 0,函数 增大； 

当100 < 工 <+ oo 时，; / < 0 ， 函数减小. 
【 1272 】 y = x-\- siar. 

解/ = 1 + CO sx > 0,且:/只在弧立点 


jc = (2k + l)n ( 々 = 0, 士 l，”.）. 
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为零.故函数在 (一03, +oo) 内增大. 

【1273】>» = x+| sin2x I. 

解 /•咖 2 工 

(I 尹夸，々= 0, ± 1，士 2,…)， 

因此，当 1 + 2 cos 2 j : 〉0且 sin2x > 0 
或 1 一 2cos2x 〉0且 sin2x < 0时， 

/ > 0•所以 

当(亨，夸 + f ) 时， y 〉 o, 函数 增大. 

当^ (y+f ，^ 1 ^)时，:/<0,函数减小. 

112741 : y = cos 蚤 

解 y = Jsin ^ 

当2&<!<(2々 + 1)71及一(2* + 2)7^<!<—(2* + 1)兀(是 

X X 

=1,2，.“）及0<3<71时,亦即0：>1，0：€ (^PT 盖)及工 

6 (一 2々^~1 ，一 2是^^ )时，/〉 0 , 函数增大 (々 = 1，2,…) • 

同样，当巧及 d 卜去，一 I^FI) 时， y< 
0, 函数减小 a = 1,2, …). 

【1275】 y = f x . 

Mx ， 2 x — x 2 ^ x(2 — xln2) 

解 ： y = — ^ — = — ^ — - 

当一 °o < z < o 及 & < i <+ °° 时， y < 0,函数减小. 

当 OCxcg 时，:/ >0, 函数增大. 
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【1276 】 ：y = x n e -" ( n >0, x ^0). 

解：/ = x ^ e _ i(n — x ). 

当： re (0, 幻时，：/ >0, 函数增大； 

当 : r 6 (/ I , + oo ) 时 ， y < 0,函数减小. 

【1277】 y = ^-\ nx 2 . 

« / . 2 2 (^- 1 ) 

解 y = 2 x — — =--- ■ 

当 (- oo ,- l ) U (0,1) 时，:/<0,函数 减小; 

当 i 6 (一1,0) U (1,+~)时,：/>0,函数增大- 
【1278 】若 jc > Q ， fU)=x sinlar ) ，及 /， 

解 / ( x ) + sinlar + x ( coslnx ) • -j 


^/y+^2 sin (f + lar ) 


U>0) 


令/ 7 ( X ) = 0,即 sin(f + lax )=— Y ， 

解之得 x = e ^\ :r = e 2 —^U = 0 , 士 1，士 2 , …) • 

当工 6 (e〜^， e 〜 时 , / (<r) > 0, 函数 增加. 当 i 云 
( e 2*rf^ic ， e ^ir4^) 时， / ( 工） <0,函数减小•灸= 0, 土 1 ， 士 之，…. 

【1279】 证明： 内接于圆的正72边形，当边的数目 rz 增加时, 
其周长 A * 递增，而外切于此圆的正 n 边形的周长则 递减. 利用 
这一点证明当 n 4 oo 时,九和 h 有相同的 极限. 

证如 1279 题图所示，我们有 



1279 鼉图 
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吉米多维奇数学分析习题全 解 ( 


2nx = 2 n 2 S\na = 2m • sin —, 


P„ = 2ny = 2na • tana = 2m • tan 


设 


fU) 




Sin7TX 


fix) = 2a 


7 rxcos 7 ra : — sm 7 U ： 


考虑函数厶 ( Z ) = tcost — sintfh^O =— / sin /. 

当名 e (0， n ) 时,办’⑴ < OMt ) 减小，故 

hit ) < h ( 0 ) = OU 6 (0,7 r ). 

从而，当 0<: r < l 时， /(: r )<0, 所以，在 (0，1) 内， /( x ) 单调减 
故当 n 增大时，九= /( 逐渐增大，令 

gix ) = — tan 7 r ^, 

X 


g’ （ JT) = 2a 


7 TJT — Sin 7 TJ：COS 7 rX 
J 2 COS 2 7 TJT 


显然，当 e (0，|) 时， 〆 Cr ) 〉 0, gCr ) 是增 函数. 

当了变小时， 〆 : T ) 逐渐减小，故 P „ = ，当 n 增大时，逐 

渐变小.所以， 

Pn 〈 PfrH 1 -Pn+l <C P n » 

显然有 < P ~, 于是有 

• ^ Pn Pn¥\ <C P <CP” 〈 P 3 ， 

故 {/ U 是单调增的有界数列， { P n } 是单调减的有界数.故 
lim /^ ，及 lim & 均 存在. 事实上， 


Y\mp n = ltm2na 


2 a 7 rt 


limF n = Wm2m • tan — 

Ff"^oo Ti 


所以 . 
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\imp ft = \imP n . 

【1280】证明 ：函数 (1 + ^ rf 在区间（一 oo , - 1) 与（0, 
+ oo ) 内递增. 

证设 3； = (1+ 士厂 =： e •咖(【4)， 

/ = ( 1+ 士 r [ in ( i+ 士 )一 

当工6(—°°，一1)0(0，+ 00 )时，(1+士)> 0,我们只需考 
虑, In ( 1 + D — r ~- 的正负性•设 


g(x) = ln(l + + )—. 



则 尽’⑴一 

当 : rG (―⑺， 一 1) 时， 〆 Cr ) >0,^ r ) 单调增大，而 
g (— oo ) = lim g ( x ) = 0. 

— oo 

所以，当 一 00 < *r <_ 1 时， 〆 工） 〉0 •而当 :r 6 (0, + m ) 时， 
g ( x ) < 0， g ( or ) 单调减小，而 

g (+ oo ) = lim ^( x ) = 0. 

•r 

所以，当0<1<+的时,公(； 1 ；)>0.因此，当 > 1：6 (- oo,-d u 

(0,+ c «) 时，: y ’> 0 ，；y = (1 + 士)是增大的. 

[12811 证明 ：有理 整函数 

P(x) — a 0 +fli：r + … +a ff x n (n > 1 ， <2” # 0) 
在区间(一 co , 一 x 。） 及 ( x 。，+ oo ) 内是单调的（在严格意义上 
讲!).其中 A 是足够大的正数. 

证 

= ai + 2 a 2 :r + …+ ninX ^ 


na„x 


n—1 


1 + 


(/7 — l)a 

nanX 


n —\ 


n a n x 


n-l 


215 



lim ( 


(n— l)a t 
nanX 


ninX 




)= 0 , 


故存在 X Q >0, 使得当 III 〉：!：。 时, 


(n — 1)(2, 


从而 


1 + 


(n — l)g, 

TKlnX 


ninX 


< " TT ， 


nUnX 


> + >0. 


故当一 °°0<— X 。或: T Q <: r <+ c ^ 时, ， Cr ) 的符号与加#『1 

的符号相同，即/ ^ Cr ) 在区间 (一 oo ,- x 。） 或 Cr ^+ oo ) 内保持定 

号. 因此， PCr ) 在 (一 oo ,- x 0 ) 及 Cr 。 ， + oo ) 内都是严格单调的. 

【1282】.证 明:有 理函数 

d /«\ _ + a \ x +*^ a „ x n ,, …、 

- RU) 一 W + b ^ '+^ b ^ ^九声 0). 

若不恒等于常数，则在区间(一00, 一1。）及( X 。， + OC ) 内是单调的 
(在严格意义上讲!)•其中; T 。 是足够大的正数 • 

证我们讨论两种情况， 

情况 I y m ， 


RU ) 


( a 九声 0 ), 


R\x) 


(b 0 +6,x+ ••• +b m x m ) 2 

{[A +2fl 2 x+ … 十 ；!^“] + 厶 1<2： + .”+^^« 1 ] 

— [6i + 26 2 :r + …+ rrb^^ ][a 0 + ap + … + a#”]} 
(n—m)a r {j m r^ tn ^ 1 「 . . (n-m + DaJf^ — (n-m — Db^^ 

(b Q +biX+^+b m z m ) 2 L (n — m)aj?„z 


^_|_ Qi^o - 

(n — m ) a n b m x m ^ r ~ l j * 

类似于 1281 题的讨论知，存在 a :。> 0,使得当 I x |> « r 。 时 


】 I (n~m-\- Da^^i — (n — ? 

(n — m)aj) m x 


D ^^ a , 


H - 1_ g_i6o —aobj 

即 / Cr ) 与 （n — m)a 九有相同的 符号. 因此 々'( i ) 在 
(一 oo , - Xo ) 或 Cr 。，+ oo) 内保持定号.故 RCr) 在(一 oo，一:r。） 
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及(々，+00)中都是严格单调的 • 

情况 = 此时 

P “、— a n | CkX k ~\ - hdJ + CQ 

() 飞十… + h：r + 6/ 

其中 k < m 9 c k ^ 0. 

由情况 I 的证明知，存在 A >0,使得 

C ^+^+ C ^ + Cq 

^ 6/ +… +M + 6。， 

在(一 OO , — X 0 ) 及 Cz 0 , + oo ) 内都是严格单调的，因此 RCr ) 在 
(― OC ,— 之。） 及(1。，+00)内都是严格单调的•证毕. 

【1283】 单调函数的导数一定是单调的吗?研究 例子： 

fix ) = X -h siar . 

解 不，例如函数 /( or ) = :r + siiLr , 

在(一 oo ，+ oo ) 内单调(见 1272题），但/ "( X 〉= 1+ cosx 在(一 oo , 
+ 03) 内却不是单调的. 

【1284】 证明: 如果 〆 or ) 是单调递增的可微分函数且 
I / ( x ) |</(: r ) (当 or ^ x 。)， 

则 1/(工）_/(工。） \^< p ( jo ) —( pixo ) (当 * r >: r 。）， 

对这一事实给出几何解释. 

证 法一: 作函数 

0( x ) = ( p ( x ) — f ( x ). 

由拉格朗日定理知 

( p ( x ) — = if / — Xo ) Xo < $< ： r . 

由 I 工 、知 

ifj\e =< p \0-/(0> o . 

从而 ip ( x ) —( p ( x 0 ) ^ 0 ( x ^ Xo ) y 

所以 < p ( x ) — y »( xo ) ^ f ( x ) — /( X 。 )• 

再令 A (: r ) = cp { x ) + fix ) , 

同样可得 01 ( x ) — ( x 0 ) ^ 0 ( x ^ Xq ). 
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所以 (fix) — ^(x 0 ) ( fix) — f(x 0 )) 9 

因此 (p(j：) — cp(x 0 ) fix) — f(x 0 ) |. 
法二: 反设存在一点6 > A ，使得 

I fib) — f(xo) |> <p{b) —<p(x 0 ). 
设 F(x) = f(x)-fUo) 


Rb)-f(xo) 


<p(b) — <p(x 0 ) 

则 F ( x 0 ) = F(b) =0. 

由罗尔定理知，存在点 re (: r 0 ,6), 使 rao 




0,即 


/(c)- 


f(b)-fUp), 
9(6) — 9<x 0 ) ^ 


(c) — 0. 


所以 


I /(c) 




这与题设相矛盾.因此 I f\x) |<9? / (x),(x^xo). 

其几何意 义是: 若一单调上升的曲线各点的切线都比另一曲线上 


对应点的切线“陡”，则此曲线上每一条弦必比另一曲线上对应的 
弦“陡”.如〗 284 题图所示._ 



0\ x 9 


1284题图 

【1285】假设函数 /Cr) 在区间 fl<:r<+o □内是连续的，且 
当: r > a 时 f \ x ) > A > 0, 其中々 为常数. 

证明 ：如果 /U)<0, 则在区 间卜 ， a — 内方程 /(x) = 


0，有一个而且仅有一个实根. 
证由有限增量公式有 






ft 7 •函数 的递增.递减.不等式 第二章一元函数的微分学 

■ 1 ■ _ _ mmrnm iwmmmmmm m — ^― m ^ mmrnm mm m mmm m mmm m m 

=— •/($)>— 警 • k =— f ( M ) ， 

其中 a <^< a -^ f -. 

所以 /( a --^)>0, 

又 /( a )<0， 

故根据连续函数的介值定 理知: 至少存在一点 r 6 ( a ， a - 巧1、， 
使得 /( c ) = 0,又当时•，广: r ) >0. 故, / Cr ) 在 +oo) 内严 
格单调上升.因此，方程 /( x ) =0在^，0 — ^)内恰有一个 
实根 • 

【1286】如果在某个邻域|工一: r 。 |<$内，函数增量 
A /( x 0 ) = /( x ) — f ( x 0 ) 9 

的符号与自变数增量 Ax 。 = x - xo 的符号相同，则称函数 fCr ) 在 
点工。递增. 

证明： 如果函数 /(* r ) ( a < x < b ) 在某个有穷或无穷区间 ( a ， 
b ) 的每个点递增，则它在该区间内是递增函数. 

证设 e U ，6), 且 : Ti <工 2 ，我们要证明/(々）< 
fU 2 ). 对于 Dn ，^] 中每一点 r ， 由假设都存在开邻域么 = (c — 

夂 ， c + 及）使得当 J ： 6么时， /⑴―/⑺ >0, 

X 一 C 

于是 U ,^=)0: ，: r 2 ], 由波内尔有限复盖定理，从{厶}中可 

选取有限个开区间复盖[了1，了2]，设为 Ao » Ar 2 , — tAr m . 

不妨设 A Cq < c 2 而可设诸 Ac , 互不包含. 

(因为若，内可将 Ac , 舍去）于是，必有:^ G △(::.因为若 
工 Ac , ，则存在 j > 1，使得 a €仏，则显然有 C Aq ，矛盾. 
另外， △[• n ac^ ! ^ a 事实上，若 如 n Acrfi = 《，则 心 






必属于某 # f ，_;• 尹 i + 1 •若） < i ， 则 Ac , C Ac , ， 矛盾.若 j > 
/+1，则 Aon CIAc ,， 也矛盾•所以，我们可取 & e D Ac M 使 
得 < « r , < ch - i . 

于是 f(Ci) < fGi ) < • 

同理 xi 6 Ac w . 

因此,我们有 

/( 勾 ） < /(r,) </(c 2 ) < … < f(c m ) </(: 2 )， 

即 / Cr ) 在 ( a ，6) 内是增 函数. . 

【1287】 若 : r / 0 时， f(x) = jc + : r 2 sin ^ ■，及 /(0) = 0,证 

明: / Cr ) 在点 : r = 0 递增,但在围绕这个点的任何区间 (一 w ) 内, 
并非是递增，其中 e > 0是任意小的数. 

绘制此函数的略图. 

证当 x 关0时， 

f ( x ) = 1 4- 2 xsin — — 2 cos — v 

x x 




则 

f (A) =— 1 < 0 9 /(,y k ) = 3 > 0. 

因此，在々与％之间， /(: r ) 由单调减小变到单调增大.由于 A — 
O .^^ oa 400) 故 / U ) 在(一 e ， e ) 内不是增大的，作无穷多次 
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. 1287题图 

【1288】证明定理 :如果 

(1) 函数 〆 X) 和 〆 : r ) 可微分 r ? 次； 

(2) y ⑷ Cr 。）=/*)( x 。） a = 0, l ,-/ i - l )； 

(3) 当: r >« r 。 时, 〆 ”〉（: r )> f ) Cr ), 

则当 o : > or 。 时，不等式 ( p { x ) > tp ( x ) 成立 • 

证设 

F ( x ) = < p ( j ：) — tpix ) 9 
则 

F M ( x ) = cp (rt) ( x ) - ip (m) ( x ) >0 ( x > x 0 ). 

且 

^ ( Xo ) = < p ik) Uo ) - 0 a) (xo ) = 0 

ik = 0 ， 1 ， “.7I — 1). 

因此 ( X ) 当 I > « r 。 时是严格增大的，故 

U ) > F^ u ( x 0 ) =0 ( x > x 0 ). 

由此知 F <^ 2 > Cr ) 在 a : ：> « r 。 时是严格增加的，故 

F 『 2> ( a :) > F (n ~ 2> ( x 0 ) =0 ( x > x 0 ). 

依此类推，可得 

F ( x ) > F ( x 0 ) = 0 ( x > x 0 ) ^ 


即 


< p ( x ) > 0( x ) (x ]> x 0 ). 
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一、^办 一 — _ - L 


【1289】证明以下不 等式： 

(1) e J > l+x 

(2) x —y < ln(l + x ) <.x 


(3) x - 



<! siar < x 


(4) tarir 〉 ：r + 



(当: r ^ O 时）； 

(当: r >0 时)； 

(当 1>0时）； 

(当0<了<晋时), 


(5) (尸 + y ) + > (/ + /)★ (当 ：1：>0,3；>0, 且 0 < a 
< j 8 时). 

请作出不等式 (1) 〜 （4) 的几何解释. 

证 （1) 设 / Cr ) = y —1—* r , 

则 f ( x ) = e 7 — 1, 

当 *r > 0 时, / Cr ) > 0, 所以，在 (0, + oo ) 内 ， f ( x ) 单调增大•故 

fix ) > /(0) =0 Cr >0)， 

即 e " > l + o : ( x >0). 

当: r <0 时， 

/' CrXO , 

所以 fU )> /( O ) = 0 (: < 0) ， 

即 >1+0- ( x <0). 

总之，当 i / O 时 ei 〉 l +: r . 

此不等式的几何意义是4关0时曲线 ：y = f 位于曲线 y = 1 + x 
的上方.如1289题图1所示 
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1289睡图1 



a 函数的递增、递减.不等式二章^麵数 
(2) 设 〆 x ) = x — ln ( l +: r )， 、 

则 卜 rb = rfc > 0 (工> 0) ， 

所以， 〆 x ) 在(0, +⑺）增大，故 

<p(.x) > <p(0) (: T 〉 0 )， 

即 x > InCl + x ). 

同理可证，当: r >0 时， 

x -~-< ln ( l + x ), 

因此，当: r >0 时， 

工 < ln ( l +工）< 工. 

此不等式表示 * r 〉0时 曲线 ： y = ln(l + or ) 介于抛物线 ； y = 
与直线 ：V = 了之间.如 1289 题图 2 所示 . 



(3 ) 令 F (: r) = j: —siar, 

则 F\x) = 1 — cosx, 

所以，当 *r>0 , 且 2nn(n = 1， 2,… ）时， 

F f U)>0. 

故 F ( x ) 在 x > 0 时是严格增大的 . 因此，当 x > 0 时，有 
F(x) > F(O) =0 ， 

即 sinx < x (x> 0), 

再设 G(x) = siar — x + 

b 
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则 G \ x ) = cosx — 1 + y » 

a \ x ) =- siar + x . 

由前面的证明知 : r > siar (x > 0) ， 

所以，当 : r >0 时(/(1)>0. 

从而 G ' Cr ) 在(0, + oo ) 严格增大.故 

G \ x ) > G \0) =0 ( x >0), 

所以 G ( x ) > G (0) = 0 Cr > 0) ， 

即 siar > j - — (x > 0). 

0 

因此，当 * r >0 时 j ： —siar < x . 

此不等式表示:在: y 轴的右側，曲线 ：y = siar 介于曲线 : y = x—y 
与直线 : y = x 之间7如1289题图3所示. 


则 



⑷设 

F ( x ) = taar — x — % 

i ^ Cx ) = sec 2 x — 1 — x 2 ， 

F ^( x ) = 2 seer • seer • taar — 2 x 
= 2sin^_ 2 ^ 

COS X 


( x ) = 2 (l + 3 tan 2 x )( H - tan 2 x ) —2. 


当 0 < i < 号时， F " Cr ) > 0, 所以 
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^U) > ， (0) =0 (0 < I < 号 ) 


F , ( x )> F , (0) 


0< x < 


五 


即 


FU ) > F (0) = 0 (0< x <-|) 

( 0 <J< f). 


taar >x + 




此不等式表示，在内，曲线 *V = taor 在曲线 y = or + j 的 


上方.如1289题图4 所示. 



(5) 当 x = ： y 时，不等式变为 
2 士 • jt 〉 2^x (x > 0) f 

由 0< a </? 知2士 >2+, 

所以，不等式显然成立. 

当：关: V ，且1>0,7>0时,不妨设0<上<1,令^ = 2，则我 

OC 0 C 

们只须证明 ( l + y ^ > (1+ W ) 欠 * 

令 f ( t ) = ( l + y )+, F ⑴ - jln ( l + a f ), 

则 f^ (t) = ^ a Infl _ln(l+al> 

m r Kt) / d+ao e • 

而由于 i 〉 0, 所以，由本题 (2) 的结果有 
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a r -^< ln ( l + a f ), 

a 2t 

从而 ra) < Krfe - ^ - 

由于 0< a < l 及 f >0, 所以 lna <0, a ，〉#>_ ，从而 广⑴ 

< 0 (* > 0) ，即 FU ) 在 (0, + 00 ) 内是严格递减的，所以，/(0在 
(0 ，+ oo ) 是严格递减的.故当 0< a </3 时，有 

(1 + V〉+ > (1+aOi. 

因此 （ f + yO 士 > (/ + y)i (x > 0 ,.y > OtX 7^ 3^)- 

总之，当:1：>0,3；>0,0>«>0时有 
(/ + y ) 士 >(p + y )). 

【1290】证 明:当 00<*|时,不等式 |^< S inr <: 成立. 
证由1289题 (3), 我们已有 
sirir < x ^0 < 

下面我们证明不等式的前半部，设 

• ^ 

fU) = ^ (0<x<|). 


则显然/(|)=吾， 


而 /(x)= x - C ^-~ gjrLr = ^(x-tanr). 

oc oc 

由 1289 题 (4) 知，当 0<: r<f 时， 


tarir > x 




> I ， 


且 cos:r > 0,所以 

/Cr)<0 (0<x< 晋 ）, 
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所以，/⑴在卜号)内是减小的，因而，当0<2<号时 

， /U)>/(| 

即 siar > — x . 

丌 



因此 -^ jC < sinr < x ^0< x < yj . 
【1291】证 明：当 o : > 0 时，有不等式 

(1+ 士 ) i < e <( l + 士广 

' 证 设 / CT ) = (1+ 士)" H = e ^ HMn ( H ^). 

则 /⑴ =( 1 + | 广 [ h ( 1 + 士)-士]， 

而当 f >0 时，由1289题 (2) 的结果有 
所以，当 * r >0 时， 


ln ( 1+ ihi 


< 0 . 


而 （ 1 + 士广1>。（工 >0), 

故 /( x )<0 (工>0) ，所以，在 (0, + oo ) 内 /( x ) 是严格递减的. 
而 lim (1 + 丄）= e , 

X co \ JO J 


所以 （ 1+ 士） 〉 e (x > 0). 

同理可证 (1+ 士) <e . (x > 0). 

因此，当 i 〉 0时，有 (1+ 士) < e < (4 广 

【1292】设等差级数和等比级数有相同的项数及相同的首 
项与末项，且它们每一项都是正数. . 

证明:等差级数各项的和大于或等于等比级数各项的和. 
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维 ^8^ 析， _解_ _ 

证 法一: 设等差级数的公差为 d , 等比级数的公比为士 
如果 d = 0,易见，两个级数数列均为常数数列，且通项相同. 
因此，其和相等. 

如果 d 关0,不妨设 d > 0( 否则将数列颠倒，首项变末项即 
可).由于各项均为正的，所以9 > 0,且 g 关 L 
设首项为〜则未项为 a + nd =叫”，考虑函数 
fix ) = a + xd — aq s ^ 

根据题设有/(0) = /(/I) = 0. 所以存在一点 c 6 (0,；!), 使得 
/ "((：)= 0,而 

f ( x ) =— aq x \ n 2 q < 0. 

从而 /( x ) = d — aq x \ nq . 

为一递减函数，所以 

当 0<: r<c 时， / Cr )>0, 

当 c < j ： < /I 时，/ / ( x ) < 0. 

从而当时, / Cr )>0, 其中等号仅当 x = 0 及 : r = n 时 
成立.特别地，对0<纟<〜有 

f ( k ) = a -\- kd — aq k >0， 

即 a + kd > aq k . 

所以 S(a + ^)> So 9*. 

法二 :设等 差级数各项为 A , a 2 ，…〜，公差为山等比级数各 
项为匕，6 2 ， …人， 公比为…记其和为 

n n 

a = ^ a k9 S = ^ b k . 

k=\ k=l 

当 g = 1 时，由 = b \ 9 a n = 乂，可得 d = 0,从而 
(T = S . 

当 g<l 时，由 = bi , 

及 a „ = ai + (n — l ) d 9 b n = b X ( f ~\ 、 

且 u n — b „ ^ 

得 a x + (n—l)d = 
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§7. _ 的递增、辦.不等式 | 第二肇^ 紐搏 
即 d =一 -— (ai > 0). 

72 — 1 

那么有&[〜+(々一 l ) d ] 

音- ㈢ (卜叫 

=七1(1 +广 1 )， 

S = ga 1 g *- 1 =，2 1 ^, 

考察 ^a-q)(<j-S) 

ai 

=n(l-(7)(l+^ l )-2(l-(f) 

= n(l —q + q^ 1 —cf) — 2(1 —(f) 

= (n —2)(1 — 矿）一叼 （1 一广 2 ). 

作函数 9(0 = ( n _ 2)(l — r ), 

ip ( t ) = nKl —广 2 ). 

则有 y ( l ) ~ < p ( l ) = 0， y ’( l ) = fp r (1) =—nOi — 2). 

设 Fit ) = ( pit ) — tpU ). 

则 ¥"\t) =-n(n-l)(n-2)r- z +n(n-l)(n-2)r~ 3 

= n(n-l)(n-2)r- z (l-t). 

当 0< O<l 时， r (/)> o , 所以 
圹(£)<广(1) =0. 

故 F ( t ) 在 (0，1) 上是减函数，从而 

F(t)>F(l) =0 (0<t<l) 9 

即 (pit) > ip(t) (0<«<1)， 

从而，当0 < g < 1时， 

—(1 — — S ) 〉 0. 

所以 ( T > S . 
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当9 > 1时，类似地证明可得 CT > S . 

【1293】根据不等式 tu* ： r+&) 2 >0, 证明柯西不等式 

* = 1 

(2 a ^) 2 < • S 贫， 

其中 x ， a k ， b k (k = 1，… 7 i ) 都是实数 • 

证由于 

0^^( a k x + b k y 

k =) 

= ( S °*)? + 2 (2 a *^* V + 2^* » 

对任何 *r 都成立，故上述二次式的判别式不能为正，即 

4(2^) 2— 4 (2 a 0(2 6 0< 0- 

*-i *-i 

醜 ( S ^*) 2 <( S ^)( S ^). 

【1294】证 明:正 数的算术平均数不大于这些数的平方平均 

数，即 

n k = \ v n > = 1 

证利用 1293 题的结果，令 

ak = XtA = l . 

则有（实 X <》) = iI h . 



【1295】证 明:正 数的几何平均数不大于这些数的算术平均 
数，即之 Z ^ W ” ^ — (Xi + X 2 +〜+•!■”)• 
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提示 :采用 数学归纳法. 

证。设 
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. 函数的递增、递减.不等式 


Gn = (xi • x 2 • …： rj " ， 

A„ = — (xi +x 2 + ••• + j ： b ) 

n 


则有 CTn 
nA 


JOi • ^2—^,, t 
= +工2 + … +;• 


当 n = 2 时，我们已有不等式^ 

现假设当〃 = 6时，有 
Gk ^ A k . 

则 G^h = (xi • or 2 … :r* • : r ⑷） 出 

= L ( G k y • x M 

= ( Gk )^ 1 • ( xm )^ 1 

<Ar • 


设 


f ( 工 ) = of — Cl — tt + or ) (0< a < l )， 


则 / Cr ) = a ( a ^ l - l ). 

所以，当 0 〈: r < 1 时，/⑴〉0,从而 fix) 在 (0,1] 上严格增加 
当1 <« r<+oo 时， /( z ) <0,从而/( I )在 [ l ,+ oo ) 上严格减小, 
因此，当 (0,+ oo ) 时， 

/( x )</( l ) = 0. 

即 ^ 1 —a + ar . 


令 


a = 7 ^ A_a = V = 6 


U >0,6>0 f /)> l , 9 > l ,-~ + ~ = 1). 


于是，有 






(p>l,g>l,-^ + -^ = l ， a>0 ， b>0). 


令 


A k = a , x^i 
一奸 1 、 


>1,9 = * + 1>1, 
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且 


所以 


含+含=忐+忐4 

A# kT\ A ^+ k + \ x 


k + l 


~m 


( M*+W 


(xi +x 2 + ••• +Xh-1> 


从而 G^-i ^ Ah-i 9 

根据数学归纳法知,对任何自然数有 

— (xi + x 2 + … +* r »). 

71 

【1296】设为正数，则由以下等式 


Ai ( a , fr ) 


a J +6 s 


(若 s 关 0), 


Ao(a，6) = limA,(a,6). 


所定义的函数称作两个正数 a 与6的 s 阶平均数.特别是，当^ 
— 1时，得调和平均数，当 s = 0时,得几何平均数(请证明！ ） 当 s 
1时，得算术平均数;当 s = 2时得平方平均数. 

证明:(1) min(a，6) < A, (a ,6) ^ max(a，6); 

(2) 当 a 关6时，函数 △,(〜&) 是变董 s 的递增函数； 

(3) limA,(a»6) = min(a f fe) ； 

limA*(a,6) = max(a,6). 

提示: 研究差 [lnA s (a，6)]. 

证我们首先证明 Ao(a，6) 是几何平均数，由题设有 
A )( a ， b ) = limA <；( a 9 d ) = lime s， 2 » 


研究 fix ) 


) = limAs ( fl »^) 
s^o 

:+ b 1 u 


在 x = 0 点的导数，有 


/^(0) = lim 


\x)- go) 
x — 0 


lim 

x-^0 


-In 

x 


a x +ff 
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. 函数的递增、递减.不等式 



另一方面 


/( 0 ) 


/ Cr ) I 
2 

a^lf 


l^lna + tflnb] 


—(lrw + Inb). 


Ao ( a ,6) = lime ^ 1 ^ = e ^ (0) 



(1) 当 S >0 时，由于 

2[min(a,6)] s <a s + 6 s < 2[max(a,6)] s , 

所以 min( fl ,6)< <max(a,6). 

当 S <0 时，由于 

2[max(a,6)] s <a s +6 S < 2[minU ， 6〉] s . 

• X ，、 / / \ S /_ / _ IX 


所以 min ( a ，6)<( 


^ max ( a »6) / 


因此，我们总有 

minia^b) ^ ^s(a,b) ^ max(a f 6). 

(2) ^ lnAs ( a ,6) 

1 , a s +b s , a s lna + 6 s lnfc 
= —歹十 S(a s + b s )~ 


^ T ^[ (flSlnflS+W) 一 ㈣ )ln 


由于^ > 0,6 s > 0, 参看 1314 题 (3) 的结果知 
a s \ na s + b s lnb s > ( a s + 6 s ) In 


+浐 


(a ^ b ). 


所以 • 

即 lnAs (〜6) 是严格增大的 • 由于 lor 是 x 的严格单调增加的函 
数.故 As ( a ，6) 是 S 的严格增的 函数. 

(3) 不妨设0 < a < 6,于是 
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s 


,r ■■ _ 切 1 _ " ■ r n na m ■■ a rr ■ —^yirf nw m i ———ji 


limAS(a,6) = lim ) 


fe a (i + i(a) S ) 


而当 S <0, 


i < i + i(f) <1+1 


故 

所以 


( i + Kf )) 


1. 


m AS(a ， b) = a— min(a»6), 


lim^s(a,6) = lim ( 

S »+ <» S ^ 4oo \ 




) 


& 6 (i + i(f) s ) 


—b = max ( a f 6). 

【1297】证明下列不等式 

(1) 当 a 彡 2, x>l 时, / — l > d (： c - l ); 

(2) 当 n > l ， x > a ]>0 时 ^ yfx — %fa <C y/x — a \ 

(3) 当： c >0 时 ，l + 2 lru :<: r z . 

证 设 /(: r )=:^ (a ^2). 

贝 ! I / / ( x ) = ar ^ 1 >a ( a * > 1). 

由罗尔定理,知存在 ce (1，工)，使得 
/(x)-/(l) =/(c)(x-l), 

即 ^ — 1 = QC a _1 ( x — 1). 

从而 ^- l > a ( x - l ). 


⑵设 /(: c ) = 7 jc — a —^fx -\-\ fa . 

贝 ！ I /(a) = 0 9 /(x )= 丄 [(*r — 0)-9 — 

n 


注意到 n > 1,1 > a > 0 有 > 0, a : > J ： — a > 0 ， 

n 

所以 /( X ) > 0,即当 a : > C 2 时 /( X ) 是严格单调增 加的. 



k 凹凸性•拐点 

因此 /(x) >/(a) = 0 Cr>a )， 

即 \fx — \fa <i —a. 

(3) 设 /Cr) =^-2\nx-l. 

则 /(x) = 2(x2 j ~ 1) . 

当 0 < I < 1 时， /Cr) < 0 ， /Cr) 单调减小 . 

当 1 < x <+ oo 时， /Or) > 0 ， /Cr) 单调增加 . 
故当 : r>0 时， 

/(x)>/(l) =0. 

因此 x 1 > 21ar + 1 (x > 0). 

參 

§8. 凹凸性.拐点 


1. 凹凸的充分条件如果曲线 • 

y = fix) (a<x<6), 

的一段位于经过该线段任何点的切线之上(或之下），则称可微分 
函数 : y = /( x ) 的图形在闭区间 [ a ， 幻内是上凹或下凸(下凹或上 
凸）的•当时，假设二阶导数 / Cr ) 存在.当 a <: r <6 
时，不等式 fU ) > 0(/ Cr ) < 0〉的成立，是阁形凹（門）的充分 
条件 • 

2. 拐点的充分条件如果函数图形在某点的凹凸性改变, 
则称此点为拐点. 

若在点: r D ,或是 /( a :。） = 0或/ ） 不存在，且/ (X 。 ） 有意 
义，如果当 x 变动经过 a :。 时, / Cr ) 改变其符号，则 X 。就是拐点. 

. 【1298】研究曲线 : y = l + 斤在点 A (—1,0)，点 B ( l ，2) 和 
点 C (0,0) 的凹凸方向 • 


解 



沒， 


y 




9 ^ 


在 A (- 1，0> 点，/ = |> 0,故在该点附近，曲线的图形是凹的. 


在执1， 2) 点，/ =一| < 0,故在该点附近，曲线的图形是 凸的. 
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c(o,o) 点不在曲线上. 

求以下函数图形的凹凸区域和拐点 (1299 〜 1301). 

11299] ^ = 3 x z -： r 3 . 

解 y = Qx — 3 x 2 ， y ” = 6 — 6 x . 

当 一 m < :r < 1 时, /> 0, 故图象是凹的 • 

当 l <: r <+ oo 时,/<0,故图象是凸的 • 

点 (1,2) 是拐点 • 

【1300】: y = : . 2 ^--.7 ( a >0). 

a + a ： 

紐 / _ 2 a 2 x "— 2 a 2 ( a 2 — 3 x 2 ) 

解 y ( a 2 + x 2 ¥ 9 y ( a 2 + x 2 ) 3 - 

当 U |<令时, /<0, 故图象是凸的 • 

73 


当时,/>0,故图象是 凹的. 


士; I 是拐点. 

【1301】 y = j ： + xK 

解 y = i + 音/,/ =孕 •：《：-+. 

当一 oo < a :<0 时，/< 0,故图象是凸的. 
当 0 < :r <+oo 时,/ > 0,故图象是凹的 • 
x = 0是拐点 • 

【1302】 y = /TK?. 

解 y = ―, — ■: ，/ = /I « 1 2X3/2 > 0. 


… ^ yi+x 2 - d+P) 访 

故在(一 00，+00)内，图象始终是凹的，无拐点. 
【 1303 】 y = X- {- sinx. 

解 = 1 + cosx , y =— siar. 


> 0 . 


当2紜0< (2 A + 1) tt 时,/<0,故图象是凸的 • 

当 (2 是 + l )7 T <: r < (2 是 + 2 )tt 时,/>0,故图象是 凹的. 



凹凸性.拐点 


々 it 是拐点(灸= 0, ±1，士 2, …）. 


【1304】 ：y = e^ 2 . 

解 y =— 2xe ~ s2 ，/ 


(4x 2 -2). 


当 1 4 时’ /<0 ,故图形是 凸的. 

当丨工1>^时，/>0,故图形是凹的. 


得 


工 = 士 Y 是拐点. 


113051 

解 y 


lnd+x 2 ). 



1+ x 2 


，: y 


2(l-x 2 ) 

(1+x 2 ) 2 


当 lo : |<1 时,/〉0,故图象是凹的. 
当 丨1 |>1 时，/<0,故图象是凸的. 
jc =士 1是 拐点. 

【1306 】 y = xsin(lar) (x > 0). 
解 y = sinClar) + cos(lar). 


y = 夸 cos (号 + 


令 y 


0, 土 1，士 2, …〉. 


当 ^ < x < e 2 ^ 时，/ > 0,故图象是凹的. 

当^ 2 ^? < x < e ^ 时，/<0,故图象是凸的. 

= e ^"(^ = 0, ± 1, 土2,…）是拐点 • 

【1307】 y = ^ (x>0). 

解 / = ^(1^+1), 

y = or r ^ + (lar+ l) 2 ' 

当 : r >0 时 ，:/ ; >0,故图象始终是凹的 • 

r iono^ iir.an Ah ^ .. — 工 +1 士女向 女 za 


【1308】 证明 ：曲线 3； 


: 2 + 1 


有在同一直线上的三个 




拐点 • 


作此函数的图形. 

l -2 x - x 2 


证：/ 


y 


(^ + 1) 2 9 
2( x 3 +3 x 2 -3 x - l ) 


Cr 2 + 1) 2 - 

令: y" = 0得 o：i —— 2 — y [ ZjX 2 =—2+73, o ：3 
都是图象的拐点，对应的函数值为 


，易见它们 


: Vi 


1-73 

4 


3^2 


1+73 

4 


^3 


由于 


11 1 
1 _2 +^3 一 2 — 4Z 
1+73 1-73 


1 


4 


0 


所以拐点 , B( x 2 ,^2) ,C( x 3 ^ 3 ) 在同一条直线上. 
如1308题图所示 • 



V7T 

0) 有拐点X =士(7? 

= (4A 4 x 2 - 2A 2 ). 

V7T V7T 


解 y 


令/ = 0得 x 2 


2 h ^ 
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(2 ibr < t <2 (k + 1) 兀， ife = 0, 士 1, 土 2,…） • 

故摆线始终呈凸状. 

【1311】假设函数/( X )在区间 (2< Z <+00 内可微分二次， 

并且 

(1) /( a ) = A > 0;(2> / U ) <0;(3)当 x > a 时 f \ x ) < 0. 
证明 :方程 / Cr ) =0在区间 U ,+ oo ) 内有且仅有一个实根. 
证由于 / Cr ) 在 0，+« d ) 上连续，且当 a <« r <+ oo 时， 
< 0,故 /( x ) 在0, + oo ) 上是减小的，于是当 X e [ a ， 
+ OC ) 时 / Cr ) </( a ) <0. 因此， /( x ) 在 [< i ，+ oo ) 上是严格减 
小的.因此在 [ a , + m ) 内至多存在一点(:使 /( c ) =0. 即方程 
/ Cr ) =0在 U ,+~) 内至多有一 个根. 

下面证明必存在点 I 。6 U , + oo ) 使 /( x 0 ) = 0. 

设 F ( x ) = /( x ) — /( a ) — f ( a ) (x — a ). 

则 F ' U ) =/( x )-/( a ), F ^ U ) = fix ) 

( a < x <+ cx >). 

于是当 a < x <+ oo 时，广 /( x ) <0,从而 F "( x ) 在 a <: r < + oo 
上是减小的.所以当 *r € [ a ，+ oo ) 时. 

i ^ CxX ^ Ca ) =0. 

因此, F (: r ) 在1>， + co ) 上是减小的 • 
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所以 F ( jr ) ^ F ( a ) = 0 ( a <: r <+ oc ). 

令 …倦. 

由于 /( a ) > 0,/( a ) < 0, 

故 ，显然 

F (，）= /(，) - /( a )- /(^)[-^^] 

-/(〆 ）. 

而 ) < 0,故 /(：!：• ) < 0. 于是连续函数的介值定理，必有 x 。 
e u〆 ] 使/(工 0 ) = o •如 mi 题图所示 



1311 H 图 

【1312】如果对于区间 ( a ,6) 内任何两个点: n 与 x 2 和任意 
两个数与 A 2 a >0, A 2 >0, A , +心=1>成立不等式 

/(AlXi 十又 > Al/(xi) +Xzf(x 2 )j 
( 或对应的相反不等式 /( A , a + A 2 x 2 ) < A , /( x ,) + A2 / U2 )) 则称 
函数 /( x ) 在区间 ( a ,6) 上是凹（凸）的. 

证明： （1) 当 a < I < 6时，如果 /( x ) > 0,则函数 / Cr ) 在 
( a ，6) 区间 是凹； 

(2) 当时，如果 / Cr ) <0,则 fix ) 在 ( a ,6) 上是凸. 
证法一:设工1，工 2 为 ( a ， b ) 中任意两点 ， Ai >0, A 2 >0. Aj + 
A2 = 1. 不妨设 A < ar 2 . 再设 

F ( t ) = /[(l — t ) x ] +^ 2 ] — (1 — t ) f ( xi ) — tf { xz ) 

显然 F (0) = /(;) — fUO =0, 

F(l) =/(x 2 )-/(x 2 ) =0. 
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由中值定理，存在 C G ( x , , x 2 ) 使 /(々）一/(々）= Cr 2 
所以，当 0< f < l 时， 

(0 = ( x 2 — xi ) /^[(l — t ) x \ + tr 2 ] — [/( x 2 ) 
— /(:】)] 

=ixz — — t ) x \ + tr 2 ] — ^( c )}. 

令6 =丄二^， 

工 i —^\ 

则 0<， 0 <1, 

且 c = (1 — t 0 ) x \ +4:2. 

于是 F 7 ( t 0 ) = 0. 

而 广，⑴ = (: T 2 — 勾） 2 /[(1 — 0々+汶 2 ] (0</<1). 

(1) 若/(工）〉0 U < x < b ). 

则由上式知 ^(0 > 0 (0</<1), - 

故 F ^ U ) 在0 < r < 1上是严格增大的 .. 

由广(/。） = 0 ，当0</</。时,广(/><0; 

当 £。<£<1 时,圹<«)>0. 

所以在[0山]上， F ⑴是严格减小的，在0。，1]上^⑴是严 
格增大的. 

故当0 < r < g 时 FU )< F ( O ) = 0. 

当 f 。 < f < 1 时 F ⑴ < F (1) = 0. 

因此，当0<£<1时，恒有 FU ) < 0. 特别地 

F ( A 2 ) = /(AiXi + A 2 X 2 ) — Ai /( x ,) — A 2 /( x 2 ) <0. • 

故 /(AlJl + 又 2 工 2) < Al/(xi) + 又 2/( 工 2). 

因此, / Cr ) 在 ( a ， W 上的凹的. 

(2) 若 / Cr )<0( a <: r <6)， 则 〆 ’⑴ <0(0< t < l ) 与 (1) 
完全类似地可推知 :当 0<£< 1时，恒有 FW >0,特别地 F ( A 2 ) 
>0. 从而 

/(AiXi +A 2 X 2 ) > Ai/(xj) + 又 2/( 工 2 )， 

故 / Cr ) 在(〜6)上是 凸的. 

法 二:设 A ，: r 2 为 U ，6) 中任意两点，且 A < a : 2 , 令 
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.• ^ , .m’ •_' ^ i_ 

c = Ai：ri +A2 工 2 (Ai > 0 ,A 2 > 0 ，Ai + 又 2 = 1 ) ， 

则 X \ < c < x 2 . 

根据 1266 题的证明，可得 

fU) = f(c) + Or — c )/( c ) + y ( x - c 0 2 /( f ) ， 

其中 $ 位于: r 与 c 之间 ，(: n < ar < x 2 ) •从而 

fU')= fM + (X! — C)/( C ) + 吾 Cn 一 c) 2 /(ft>, 

① 

/(工2) = /(c) + (x 2 —c)/(c) ++(工2 —cYf{^)y 

② 

其中 a<x l <$ l <c,c<$ 2 <x 2 <b, 

Ai 乘以①式加上 A 2 乘以②式得 
Ai/(xi) +A 2 /(x 2 ) 

=(Ai +A 2 )/(c) + [A,X! +A 2 x 2 -(Ai +A 2 )c]/(c) 

+ y[Al(X] —cYf ($ 1 ) + 又 2( 工 2 —C) 2 f (^ 2 )]. 

由 C = X]X\ + 又 2 工 2 ， Ai +A2 = 1 ， 

有 Ai / CxO + Az / U ) 

= +X z x 2 ) 

-jlXiix — c) 2 /($i) + X 2 (,x — c) 2 f (62)]* 

当 / Cr )>0 时，有 

/(AiXj +A 2 X 2 ) < Al/( ： Tl) + 又 2/( 工 2 )， 

即 / Cr ) 在 ( a ， W 上是 凹的. 

当 /( x )<0 时，有 

/(AiXj +义2工2) > Ai/(xi) +A2/CC2)， 

即 f (工) 在 Xa ， b) 上是凸的. 

【1313】证明 ：函数 f 02>1)，#,0：102：在区间(0,+⑺） 上 
是凹的，而 函数: ^(0 0<1)，1112：在区间(0，+00)上是 凸的. 

解 （1) 设 : y = \ n >\) 
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_ § 8 . 凹凸性-拐点第二章-元函数 的微分学 

则 ； y’ = nr^ -1 ， j" = n(n_ 1) 广 2 > 0 (0<x<+°o). 

所以 : y = ： r ” 在 (0, oo ) 上是 凹的. 

若0<77<1，则显然 ：• 

y = n(n — Dx" -2 < 0 (0<x<+oo). 

故函数在 (0,+ oo ) 是凸的. 

(2) ( eO 〃 = ^>0. 所以 ^ = e ^ 的图象始终是 凹的. 

(3) 设 j = xJar . 

则 y = lar +1 ， y ， =丄. 

JC 

当 0 0<+ oo 时，/> 0 ,故图象是凹的 • 

(4) ( lar )" =—士 < 0. 

X 2 

因此 ，: y = lar 的图象在(0, + oo ) 内是凸的. 

【13 M 】 证明以下不等式，并解释它们的几何意义： 

( l )+ Cr ”+： y ”)> (屮)” 


( x >0,^>0, Xt ^3 , » w > 1)； 

(2) ix ^ y )； 

(3) x\nx + j ^ ln ^ > (x + ： y)ln 若: r > 0 和: y > 0. 

证由 1312 题的结果知，若 /( x ) 的图象在 ( fl ，6) 内是凹的， 
则对于 U ，6) 中的任意不同的两点工 和: y 有 

+[/(:) +/0)1 

(在 1312题中取 & = A 2 = |). 

( 1 ) / Cr ) =/(” >1) 在 (0,+ oo ) 内是凹的，所以对于 ： r > 

>”+ ， )>( 宁 )’. 

(2) /( I ) 在(一 ~，+ OC ) 内是凹的，所以对任意: TO, (X 
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參 : y ) 有 


宁〉泞 


(3) fix) = jrlar 在 ( 0 , + 00 ) 内是凸的 . 
故对于 :r，：y 6 (0, +«0 ，： c^ ： y ， 有 


x\nx + : yln：y 


> 


由 In 中 


2 


即 xlnx + ylny > (1 + y) In :安 

它们的几何 意义: 联接点 Cr ，/ Cr )) 与点(: y ，/( W ) 的弦的中 
点始终位于由线 : y = fix ) 上对应点(具相同横坐标）的上方 • 
【1314. 1】 设:当 a < x < 6时， /( x ) > 0,证 明:对 任意的 

OC\X2 6 音 [/( 工 1 ) +/( 工 2 )]. 


证在 . m 2 题的证明中取 Ai =音, A 2 =如立得 • 

【1315】 证 明:有 界的凸函数处处都是连续的，且具有单侧 
的左或右导数. 

证设 /( x ) 在 ( a ，6) 内是凸的,: c。e ( a ，6) 取 X 。的一邻域 
乂。 (X 。 ）= {：T 丨 | X — Xo |<^}，使得 
N^ o (xo) CZ (a ， 6 )， 

记 M = min { f ( x Q — 谷。 ） ， f ( x 0 + 5。 ）}• 

设 jt G 1\(± 0 )， 

\ X — Xo 1 

t - 、—， 

则 0 < r < 1. 

当 x 。< j : < Jr 。+ 私时，有. 
x = t(x 0 +5o) + (1 — t)x 09 

及 工 0 = — 5 o ). 

曹 

由于 / Cr ) 为凸函数，故有 

/(x) > tfixo +5。）+ (1 — t)f(xo) 

— 244 — 
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^ tM-{-(1-Of U 0 ) 





f(x 0 ) > 工 。 — So) 


^ \+t - 

由①得 I 

fix) — f(x 0 ) >— t^fixo ) — M]. 

由②得 

(/( 工。） 一 M] 〉 fix) — f{x 0 ). 


② 


从而 /( x o )- M >0, 

且 I /( x ) —/( x 0 ) |< /[/( x 0 ) — M ] 

= f^o)-M ]x _ Xol 

Oo 

当工。一5。 <： r <: r 。 时，类似地可导出③ 

这说明 lim / Cr ) =/ Cr 。）， 

^0 

也就是凸函数 /( x ) 在点: r 。 连续 • 

记 x = x 0 -\- h . 

则③式可改写为 

/Cr 0 +h)—f(xo ) ; 丨 /(x 0 ) —M I 
h ^ - 8 o • 

设 甲 ( h ) = f ( x 0 + 奴） 一 f (工 o ) (—do < h < do ). 

则 〆 / i ) 为凸函数,事实上 
( pi \\ h \ + A2 / 12 ) 

= /(xo + A1/11 + Xzh z ) — /( x 0 ) 

= /[Al ( o ：0 + 尨 1) + 久2(工0 +办2)] — /(戈0) 

> Ai /( j ： o +* i ) + A 2 /(^o +九） — Ai /( o ： p ) — A 2 /( 
= Aip (/ ii ) + A2〆 厶 2 〉， 

其中幻 > 0， A 2 > 0 ,Ai + A 2 = 1. 

又 〆 0 ) = o , 取 e ( o ，&), 并设 a <* 2 ,则有 


③ 


工 0) 


77-' 2 + ( 1 _ 77 ) #a 
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于是 + (l —= t〆 。）， 


即 


tz 

(pity ) 、 ( pih ) 
tx h 


所以 Fit ) = ^ 在 (0, 而）是单调递减且有界的函数•故 limRO 


存在.即 / U ) 在 X。的右导数 

/ + (Xo) = lim /( 工 ) ： /㈤ ， 

j^x 0 +0 X J?o 

存在•同理/_ Cr Q ) 存在. 

注:本题不需 /(x) 有界的条件•若以较弱的不等式 

/( £L Y £i )> Ji ) + \ fUi) (a a ) ， 

作凸函数的定义，则需加上凸函数有界的条件才能推出本题的 
结论. 

【1316】假设函数 fix ) 在区间 (a,6) 可二次微分，且 /(f) 
弇0,其中 

证明:在区间 (a，6) 中可求得两个值 A 和 x 2 , 使得 


oci —J：i 

证不妨设/(6) > 0,考察 /(?) ，分两种情况 讨论： 

(1) /(e) = 0,则由 /(e) > 0,知 /(e ) 为 /( x) 的极小值，从 
而存在0,使得[― 》+ e ， e +5] 匚 ( a,6) ，且 当: r e [e—5，e+ 
幻时 /( x )^/( f). 如果 /( 纟一 S) = /($+ 扔，则取 A = 卜 8， x 2 
= 6+5，即合要求. 

如果 /( 芒 一5)</(e+5)， 取: r, =6—而 /( e ) </(6_幻 
</(6+幻，由连续函数的介值定理有，存在 A 6 (6^ + 5) 使得 

/(工2) = /(:1). 

从而有 /(J2) ― /(£ 1 ) = 0 = /(a 

X 2 — Xi ' 

如果 /G—5) >/(?+ 幻，类似地证明可得结论. 

(2) 若/⑻关0,则设 



. 凹凸性.拐点 



二章 




Fix) =/(x)-/(6)x. 

从而有广⑻ = 0 ,广 ($) = f\o > o . 

对于函数 F ( o ：), 由 （1) 的证明知存在 A, A e (〜6)， 使 
FOi) = F(x 2 ) * 


/U)—/ (办 =/Cr 2 )-/(f)x 2 - 


因此 /( f ) 


\ x 2 )- fU 0 


【1317】 证 明:如 果函数 / Cr ) 在无穷区间 (： r 。，+ oo ) 内可二 
次微分二次，且 

litn fix) = 0, lim f(x) = 0, 

x-^^40 jr^+oo 

则在区间(: Tcm + co ) 内至少存在一个$点，使得 /($) =0. 

证反设不存在 f e Cr 。 ， + m ) 使 /( f ) = 0,则当 x > x 0 
时，或者 / U )>0, 或者 / Cr )<0, 否则，存在 a ,6 e Cro ,+ oo ), 
使得 f ( a ) < 0,/(6) > 0,不妨设 a < 6.则存在在，使得当 .x e 

时，/ "( iX / U )， 及存在灸，使得当 16 (6-灸，6)时 
/( x )</(6). 

因此， /( x ) 在 0,6] 上的最小值必在 U ,6) 内某点 c 取到，即 c 为 
/( x ) 的极小值，从而 /( c ) = 0. 这与我们的假设相 矛盾. 

因此，我们不妨设 fdx ) > 0,从而函数 /( x ) 的图象是凹的， 
位于其任一点的切线的上方.再由 

lim fix) = 0, lim fix) = 0 • 


及 / Cr ) 的可微性，由1237題的结果知，存在一点 Cl 6 Cro ，+ oo ) 
使 

/^ C^i) — Q* 

再由 / Cr ) >0,知 /( x ) 单调 增大. 从而当: rSd 时， /(: r ) >0, 
取 Q 则 

/(c 2 )>0, 

过 ( Q ，/( Q )) 作曲线 ：V = fU ) 的切线，其方程为 

y(x) = /(c 2 ) + f (cz)(x —r 2 ). 

显然 lim ： y (: r ) =+°°. 
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而 f ( x ) — y ( x ) > 0, 

从而 Jim /( x ) =+°°. 

这与题设 Z fix ) = 0 矛盾.同理，若 f ( x )< 0 也可得出同样的 
矛盾. 因此，至少存在一点 f 6 (工 0 ，+00),使/(芒）=0. 

§9. 未定形的求值 

洛必达第一法则(未定形 f 的求值法）如果： 

(1) 函数 / U ) 和 gCr ) 在点^的某邻域内有定义并且是 
连续的(此处 a 为数字或符号 oo ) ,且当 z a 时,两函数都趋向 
于零： 

lim /(: c ) = lin ^ a :)〒 0. 

(2) iiu 的邻内，除 a 点本身外,在其余各点存在导数 
/(• r > 和 /( x ) ， 并且当时,两导数不同时为零； 

(3) 存在有穷或无穷极限值 ，则： 

x-a g ( x ) x-u g ( X ) 

洛必达第二法则(未定 形^ 的求值法). 

QO 

如果： • 

(1) 在 : T 时，函数/( X )和 gU ) 都趋于无 穷大： 

lim / Cr ) = lirr ^ Cr ) = oo . 

其中 a 为 ^符号 ooP 1 

(2) 对于属于点 a 的某个邻域 〃 € 且 不等于 a 的一切 x 值，存在 
导数/ " Cr ) 和 发 '( I )， 并且当 :r 6义及 z # a 时， 

①所谓点 a 的邻域《«，是指满足不等式 • 

(1) 0<| x — a |< c ， 如果 a 是一个数 

(2) |: r |>+ ，如果 a 是符号 a . 

的: r 的集合 
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/Hx)+g ， 2 (x)^0. 

(3) 存在有穷或无穷极限则 

g KX) 

卜 tx gKX) ng {X) 

对单侧极限来说，有类似的法则. 

运用代数变换和取对数的方法，能使未定形0 • 〜， 
— oo ， r % 0 ° 等等的求值法简化为前面两个主要类型的未 定形: 

与.的求值法. 

求出以下各式的值 (1318 〜 1370). 

C13181 lim4^. 

sinftr 


解 lim = lim 

r-M) sinor x-o 6cosor 


( b ^ O ) 


【1319】 lim 也 二 戶 • 

^0 x 


解 lim 


chx — cosx 


jj m shr + siar 
2x 

chx + cosx 

x^O 2 


113201 lim 


thar — x 
x — siar 1 


解 


lim = lim s 户 1 

•ir-0 X — SUIT x-0 丄一 COSX 


1- 


1 * _ ± JL 

cos 2 :c( 1 — cosx) 


lim 


1 + COSX 


【1321】 


解 Um 


i- 3tan4r — 12taar 
3sin4x — 12siar * 

3tan4x — 12taar 
3sin4x — 12siar 
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I. 12sec 2 4x — 12sec^x 
i-o 12cos4r — 12cosx 


lim 


.cos 2 x —cos 2 4x 


尸 o cos 2 x • cos 2 4x(cos4x — cosx) 


lim 


— (cos4r + co&r) 
cos 2 xcos 2 ix 


- 2 . 


113223 緣- 


解 lim 


tan3,r 

taar 


lim 


sin3j cosx 

— 厂― • • - 

siar cos3^ 


lim 蛛 • lim 今 

• ‘star 一！ cos3x 


—1 • lim 
*^2 

(-DX 


— star 
— 3sin3x 

(-i)=i 


【1323】 


解 lim 


lim 


xcotr— 1 


xcotr — 1 


lim — 
x 


taar 

tarur 


1 — sec 2 x 
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【 1325】 lim 


■r(e J + l)-2(e J —1) 


解 lim 


+ l ) - 2 ( e x - 1 ) 


x* 


lim 


lim 


e 了 +1 + xe T — 2e J 

1 + xe J — 


3x 2 


lim 


xe s +e T — e x 
6x 




1- 


【 1326 】 lim 

x*o x^siar* 

解令 / = /，则 


lim 


1 一 


x 


siar /-o /si 


1 — cost 
tsint 


lim — 


i-o sin/ + /cos/ 


cos/ 


【 1327 】 lim 


cost + cost — tsint 
arcsin2x — 2arcsiar 


2 




X 


解 lim 


arcsin2:r — 2arcsiar 


x 


2 


lim 

x-^0 

lim 


vl — 4 j z yi — j 2 
3? 


2 


yi — x 2 — y i — 4 x 2 


v 1 — x 2 ♦ v 1 — 4X 2 


lim 


2 


v 1 — x 2 • v 1 — 4 x 2 




X 


— Ax 


— 2 • lim 


v 1 — jt 2 v 1 — 4x 2 


6 x 


1^(71= 


4 x 2 vl — 
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4 - 3 


[1328J Hm '厂 (Vaarctan ~ v^arctan aJ^\ 


解 


lim - ^p. (-y/aarctan — V^arctan 


^ 9 _ 1 _ 4b_ _ 1 

2ja • yfx l-{-— 2v^ • 4x 


lim 




_ a _ b 

-^0 OX 


lim 


(■r + g ) 2 丁 （: r + 6) 2 

3 


a — b 
3 ab 


(ab ^ 0) # 


【1329】 lim 


(“ > 0). 


解 lim 


lim 


(a r — a siru cosx)lna 


3 工 2 


Ina r a^lna — • cos 2 a: • \na + siaza 51 

y ㈣ ) ix 

¥「lim (，—气咖 2 :) • lng + lim (— a 

3 L x-^O LX V X 

lrwf |- \m a J Ina — cos 3 jp anz I da + 2siarcosza suu 丄 

TL™T 1 


suit 


[㈤ 


limf 

V 


)] 


o L^o ^ 


H ] 


lna 


(a>0). 


113301 


Jf—x 


: r + 1 
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9 •未定 形誠值 章—涵__孥 


解 !^( ln /- x + l ) = l ^ 


j^dnr + 1) — 

1-1 

x 


lim 


^( lrLr + l ) 2 +^ 




2. 


113311 lim 


一？ 

In(sinor) 

ln(sin&r) # 


解 lim 


ln(sinor ) 
ln(sinfer) 


lim 


cosax 

sinar 


a^ 

J 

a_ 

J 


暴 cosfcr 
1 smbz 

lim cosg 

x^o cOvSfer 

A = 1 

a 


lim 蜂 

卜 0 sinar 


【 1332 】 


i ； ln(cosar) 
产 0 ln(cosfer) § 


解 lim 


ln(cosar) 


a 


-o In(cosAr) 


lim 


sinar 

cosax 


—b 


■j-' • lim 

O J^o 


sin&r 

• - 

cos&r 

eos&r 

- I 

cosar 


x--o sinar 


=( f ) 


(b ^ 0). 


11333] lim 


cos(sirur) — cosx 


_ 

X 


解 


lim 

•i^O 


cos(siar) — cosx 


x 


lim 


lim 

j^O 


— sin(sinr) • co&r + sinx 

4 x 3 

sinr • sin(siiir) — cos 2 :r • cos(siar) + cosar 

12? 


lim 777 —rco&r • sin(sinx) + siarco&r • cos(sinz) 

j-^o L\x 
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+ 2siarcoso: • cos(sior) + cos 3 ^: • sin(sirir) — sinx] 


24 


[1 + 1+2 + 1-1 ]蔫 


* 利用 lim 


siar 


x -0 x 


及 


lim 


【 1334 】 


sin(siar) 


lim 


sin(siar) siar 


解 


x 

巧士 (士 


siru: 


x 


taar 


士 (士 


taar) 


)• 


lim 

pO 


siarckr — cosorstir 
orsiarsKr 


lim 


cosxcKr + siarsKr + siarskr — cosxchr 


^o ： sinxsKr + xcosxshr + jrsiarchx 

_2cosxshr + 2siarchr_ 

.r-o 2( cosxshr + siarcKr + xcosxdir) 


cosjt • • cKr 


lim 

f o 


2 • 


x 


X 


cosx 


■ 

X 


siar 

x 


ckr + cosx • dir 


利用 lim = 1，lim 

x - M ) JC 


slur 


x 


=limckr 

s^O 


1 


【 1335 】 lim 


arsh(shx) — arsh(siar) 
skr — siar 


其中 arslir = 
解 lim 


In (: r + v 1 + x 2 ). 
arsh(shjr) — arsh(siar) 


sKr 


siar 


lim 


ln(skr + chx) — ln(siar + yl + sin 2 a:) 

sKr — sinr 


cosx 


suirco&r 


vl + sin 2 a: 


lim 


chr + slxr_ 

shx + chx siar + y 1 + sin 2 ^ 

cKr — cosx 
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COSX 


lim 


飞 __ 

\/l + sin 2 x 

chr — cosx 


siar 


lim 


1 + sin 2 j: — 


l + sin 2 x 
shr + siru: 


cos xsiar 
/l + sin 2 x 


2siru: 


Hm A 1 + . ^) j 

^-0 shx 十 SUIT 


lim 

T^O 


_ ^ _• r siar 

(l + sin 2 x)i # ^ skr + si 


siar 


2 Hm -v- ^ 
chx 十 cosx 


【 1336 】 lim 


lar 

x z 


( 6 > 0 ). 


解 lim 


【 1337 】 






X 


lim ― - 
j-moi er c 


lim ^ 

oo e 


(a > 0，n > 0). 


解若 n 为正整数，则连续运用力次洛必达法则有 


lim 


e 與 


lim 

X， + QO 


7T-1 




lim 


a n ^ 


若 n 不是正整数，则 


于是 


M O < [ n ] + 1. 

x M / 

-- <T - 

严 \ e ax \ e ar 

T [”] yin 

lim —r- = lim —: 




(x>l) 


lim 


e 虹 

x " 


r Cn}H 

把 .7 = 0 , 


(rz>0,a>0). 


113381 lim ^ 

x 
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解令 


lim 




，则当 


0时, f —+ oo , 所以 


e ,2 


X 



[1339J \imx 2 e^. 


解 lim x 2 • 


e — 瞻 = 


x^+oo e 


lim 


_2 x 
O.Ole 0 


I. Olx 


L 

二 （0.01) 2 e 0 . 01 : 


【 1340 】 lim lar • ln(l — x). 

1-0 

解 lim lar • ln(l — x) 

p 卜 o 


[13411 


lim 

T*\-0 丄 

lar 

，• x • ln 2 x 

lim —： - = 

-o 1 —x 

lim^iar 


lim 

0 


-1 

l-x 


in 2 x x 
.lim ln 2：c + 21ar . 

x-*l-0 一 1 

(£> 0 ). 



解 lima* 4 lar 

x-MO 


=lim 毕 


lim 




lim 


【 1342 】 lim:r r . 

i^fO 

解 lim/ = lime^ 




lim —V 


【 1343 】 limr 2 ^ 


解 lim:r 


( x x - l ) 


lime 


(x x -1 


lin ^ 

T »_ f 0 
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. 未定形的求值 



二章 


函議微分学 


而由 1341 题的结 果知： 

limxlar = 0, 


所以 lim 


xhix 


21ar 


limxln 2 x ~ lim 


\n 2 x 


lim 




lim(—2xlar) = 0, 


lim ( e 


xlnr 


Dlrur = lim 


xlar 


xln 2 x 


limx 


(x T -l) 


lime ( 


xlrir 


—l)lfir 


【 1344 】 lim (/— 1). 

^0 


解 lim ( 工 : 


lim(〆 


而由 1342 题结果知 

lim x 7 = 1 1 

故 lime』^ = 0, 




1 ) =- 1 . 


【 1345 】 lim;r( 丄 ) • 



解因为] ^ in ^ lru: = ^ 


所以 


\imx 

: r^+0 


e *. 


【1 3461 • 




丄 


解因为 li 


lar 

\—x 
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所以 limrite -1 . 

x^l 

[13471 \im(2-x)^. 

解因为 limtan 咢 • ln (2- > r ) 




limsin ^ - lim ln( ^ = ^ 

— 1 2 — 1 咖赵 


x-^1 


COS 


lim 


l-x 

-^• sin ¥ 


所以 lim (2 —1)4 = 

T ^\ 

【1348】 lim ( tarir ) 


1 

e ，• 


解因为 

limtan 2 x • ln ( taar ) 


limsin 2 .r • lim 


lnsiar — lncosx 
cos2jt 


lim 

—f 


cosx I siar 


star cost 
— 2 • sin 2 x 


— 1* 


所以 


lim ( taar ) 


lime * 


fntanr 


【1349】 lim ( cotr ) 心. 

jr-^O 

解 因为 limsinr • ln ( cotr ) — lim 


ln ( cotr ) 

cscr 


lim 


cotr 

cscr • cotr 


T^O COS X 
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所以 


lirrKcotr)^ 


e 、 


【 1350 】 


解 


limfln —). 

x -+0\ X } 

因为 lim^r • ln(ln — \= lim —— = lim -r— = 0 

x-^fO \ X / t f-M-oc tllit 


所以 


lim (In 丄）： 
x-+o\ x ) 

【 1351 】 lim (tan 

解因为 


e 、 


7 TX 


1. 


2x+l 


) 


lim 丄 ln(tan 一 砰 •- 、 


2x+l/ 


lim 


(2x+l) 2 


tan 


2 兀 


7TX 


2 i + l 


cos ‘ 


2x+l 


lim 


(2x+l) 2 


sin 


2 ttj : 

27+1 


4 


2 冗 lim 


(2x + l) 3 


2 jt 


lim 


(2 j : + 1) 2 
-4 


COS 


2 izj: 
2x + l 


(2o ： + l)cos 


2 itj 

27+1 


0, 


所以胜 ( tan ^ ir =e ° =i - 

闕 ws — 

解 因为 limcot(o: — 


x 


】• lntaar — lnta 旧 _ t. taar 

™ tan(x-a) sec 2 (a:-a) 
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lim 


cos 2 (-r — a) 


所以 lim( 

x-^a V 


tanr 

tana 


sinxcosx 

% COt(j—tt) 


sin2a 


(a 今 


0,士 1，…）， 




( a ^ 


kn 


0 , 士 1 ，士 2 ,…). 


# 

[1353] Um(^ 


—x\ 


xlnaW 
x\nb) • 


解 lim 


ln(a x —x\na) 一 lnC^ —x\nb) 


lim 


1^2 [ 


a x — l)lna — (ff — l)ln^ 
a 1 — x\na b x — xln^ 

2^ 

L 「 a T \n 2 a(a x — xlna) — (a J — l) 2 ln 2 a 

2 L (a x — xlna) 2 

(f\n z bOf-x\nb) — Of — l) 2 ln 2 6 
• (If-x\nb) 2 


(In 2 a — ln 2 6 ) ， 


所以 

【1354】 lim^ —- 


|(ln 2 «-ln 2 6 ) 


【1354】 


解 




占 ). 

7 W-lim 
1 / 


e 2 — 1 — x 
x(e^-l) 


lim ^ 1 — 

er —1 十 ： re 


lim 


+ ^ + xe 1 


113551 ㈤( 忐 - 占 ) 


r jt — 1 — lnr 

把 (x-l)lru: 


lim 


1 - — 
x 

1 x — 1 


lnr + 


= fe«rlrJ+x-l = ^lnxTTTI 
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xsiar 


lim 


cosx — xsiar — co&r 
sirir + : ccosx 


lim 


xsiar 


sinr + xcosx 


iim T^m-icosx = 0 . 

x-m) Zcosx — xsiar 


■ 

[13571 lim 

:r，0 ■ 


\n(x + yTT^) ln(l+*r) 


解 


lim 

x-^o L 


ln ( ar +/ TK ?) ln(1+x) 


lim ln( 1 + 文 ) 一 1 n (工 + v / TT7~) 
叫 n( 1 + 工 ）• ln(x+ >/!+?") 


lim -^ - 5 二 - 

In (: + /!!?) + — X — ln(l+x) 

i + j ： • / n ? 

lim - yi + x 2 - Cl + x ) - _ 

yr+^ln(x + vTTF) + (1 + x) ln( 1 + x) 


lim 

o 


X 

Tttz 


i 


14- 


TT ? 


• InCr + \/l +?) +1 + ln( 1 +«r) 


【 1358 】 


解 lim 


V 

y a T —X a 

lim - 

Jr-^a X — a 


(a>0). 


a " — x " 


lim[a^ lna — ax u ^ = a a ( lna — 1) 


x^a 


【 1359 】 lim 


(1+ x ) 
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解 


( 1 + x ) 士 




e lim 


(l+x)ln(l+:r) 


lim 


1 +x 




【1360】 lim 


ia + xY — a " 


(a>0). 




解 


lim 


+ xr 


— a J 


Lx 


lim 

-r^O 


\ {(a + ^flnCa+^+^J 

+ (a+j)J [^h + u+^h aXln2a 


【1361】 lim f—arctanx 

j-^+oo\ 7T 


解因为 


9 ln (— arctanx ) 

limo : ln( — arctaar ) = lim -- 

r-^4co V 7T / 1 


lim Hrctanr 1 + a: 2 


=z — 


lim 


x 1 ■ 1 

1 +^ 2 arctaar 
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未定形的求值 i 第£：章 



所以翌(吾 


arctaar 


1 

蕙 


【 1362 】 lim(tKr)' 

x » f °° 

解因为 

limxln(tKr) = lim 


In(tlir) 


lim 


tkr • ch 2 x 


=— 


2 lim 


sh2jr 




i ^2 ih 2 l = ° 


所以 


lim (thxy 


【 1363 】 Wm(^^Y 


解因为 


lim 


lnarcsior — lar 


arcsinx yl — x 2 
t^o 2x 


“ m x — V 1 — j 2 arcsiar 
卜 0 2x 2 Vl— x 2 arcsiar 


lim 


1- 


4x J\-x z 




arcsirir 


2 ) arcsiar + 2x 2 

\— X ) 


lim 


arcsiar 


2(2 — 3x 2 )arcsiar + 2x Vl — x 2 


lim 


• i 

_ %/ 1 - j 2 

- 12xarcsiar + 叫 「逆 +2 




2 X 2 

/ T 11 ? 
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= e [ 


所以 lim ( 


arcsinx 


【1363. 1】 


解因为 


lim 


COSJ 


lim 


siar 


2 j 


lim 


jcosx — siar 
2x 2 sirur 

siar 


1 j _ XSltLT 

x-o 4 xsiar + 2: r 2 cos:r 


lim 


siar 


+ 2cosx 


所以 lim ( 


siar \ x 2 


【1363.2】 lim (^) 7 . 

解因为 

In (丄） 

lim - 巧订 =lim 


lim 


siar 


co&r 

2 oc 




siar 


从而 lim ( 


因此，由 1363. 1 题有 


cosx 




limf 


taar 


(丄) 

\ X / J^O \ cosx/ 




【 1363.3】Hmf 

x-^0 V 

解因为 


arctanr 


K . 



未定形的求值 1 第二置一元函数的徵分学 




arctaar 


lim ^arctanx - lax 


1 1 9 ---- 

r arctaar l+x 2 x 

lim - 9 l - 

LX 


i. x — (1 + x 2 ) arctaar 
r™ 2x l (1 + x 2 ) arctaar 

«• 1 — 1 — 2j：arctam 

(4r + 8 j- 3 ) arctaar 4 - 2.r J 


lim 


arctairr 


•r -o (2 + \x 2 ) arctaar + x 


lim 


_1 + x 2 _ 

—+ ^±^+1 


因此 = e 4. 

11363.41 \jxn(^^y\ 

其中 arshx = ln(x + >/l +X 2 ). 
解因为 •• 

ln (^) 

lim - t- - 


r 3 


lim 


ln(ln(x 4 - \/1 + x 2 )) — lar 


li m ln(j+ y/l + O' 2 ) VI+jr 2 


lim 


/l +x 2 ln(x+ y/\-\- x 2 ) 

: rMnCr+ZIT^) 


lim 


J_ 

IT ? 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 


- 1 - 


lim 

j^O 


fr ? lnG+yTTZ) 


2 工 • ln(j ； 4 - y/l-\-x 2 )+ 


Ttt ^ 




lim 


_ln(x+ >/T+?) _ 

Vl + j* 2 in(o:+ n/1 + x 2 ) +x 

1 

TTk ? 


_^_ ln(x+yr ^ )+2+1 


所以 


h - r \7 


Hm (^) 

J^0\ X / 

【 1364 】 limrL 

x-^o L 


( 1 + X )+1 士 


X 

■ 


解因为 

In' 
lim — 


(1+ x ) 


lim 


lim ln(l+x)-x 


X 、 


-\n(l+x)- 




lim 

o 


所以 lim [ 

•r-0 L 


2( l + a :) 


( l +： r )+1+ 


【 1365 】 Urn(|arccosr) 


解因为 


lim 


/ 2 

ln[ — arccosx 
V tz 


lim 


-1 

1 — j: 2 arccp : 



所以 lim(—arccosj：)^ = 

113661 

解因为 

♦ 

lncosx — lnctxr 


_1 
e ' 


lim 

x-^0 


taar — tkr 
~ 2x 


sec 2 1 


lim 




所以 HT ) 


e 


t1367] 

解 


lim 

•r，o 


籲 

sKr 

_ cKr 

skrj —(cKz*)^ 1 - — (chr)"' 

LTn 7i 


(n ^ m). 


【⑽ 8 】把 ( 

解因为 


1 +^\°^ 


V i.UU 

) • 


limctkr . Inf 

f o V 




ln2 


lim 


ch 2 x 


所以 


lim( 


1+€"\汕 
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[1368. 11 lim 




(InzK 


解 

则当 x 


令1: 


OO 


U 


时“ _+ 


a 


所以 


lim 


Int 


0, 


lim — =+oo. 


故 


lim 


x 




(lar) 


. e^ 2jr 


lim 


V In/ 




0. 


【 1369 】 lim 「 yTTTTJ+T- vV+T+l • ln(gr+J ) 

x •+ «- L ol 


解 


r 


lim v-r 3 +x 2 +j+ 1 — v j 2 +j + 1 
-^fooL 


ln(e r fx) 


x 


lim L + x z + :r + l — Vx z + :r + 1 ] 


r M-oc 


lim - 々 - + - : - + !i n(1+:re -” 


上令十 co 


X 


而 


lim ln(l +o:e 


0, 


lim 

: r-^foo 


V X 2 + X +1 — 
X 


所以 lim 「 V^ 3 +X 2 + 1- /?T7 

oo L 


ln(e T +x 


x 


• lim [^x 3 +x 2 +x + l-7x 2 +x+l] 


r V 1+ i + $ + 士一 


丄 + 

x 


x 


lim 


vT+T+TTF - yr +7 T ? 
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. 未定形的求值 


■ 


lim 

t-^rO . 


l + 2 r + 3^ 

—(1 十出 2 +r 3 ) 2 


l + 2t 

TT7T7 


【 1370 】 lim [(x + a) 1 ^ — 工咕 ]• 


解令 


，贝 ij 当 •!> 00 时 


从而 


所以 


lim [(jr + fl ) 1 •士 —x 1 ^] 
— limT— ) ^ 

L V X / 



• = lim 

/~^+o 

又 limiln/ 

所以 lim〆= 


a + atY + t - t ^ 


lim(l+a/) 1+/ - 1, lim^ 




♦+CC 


lim [(x + a) 1 一卞 一 jt 1 ' 允 ] 


tf^t 


lim 


( l + o /) 


• 煦 7 


闽 (1 + 幻 个 


( 1 + 0 /) + 


{ ff- r at I 2at +a 2 t 2 


In 之 


g(l+/)1 

1+0/.」 

]} 


【 1371 】当 x — 0 时，如果曲线 3 ; =/(x) 成 a 角进入坐标原 

点 (0,0)[lim/(x) =/(0) = 0 : 4 lim 2 . 

0 x^O x 

解 lim ^ = lim - = / {0) = tana- 

^0 x x -^0 X — U 

【 1372 】当： r—fO 时，如果连续曲 线 ）* = / 匕） 进入坐标原 
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多维奇数学分 _ 题全解 Cl) _ __ 

点 (0,0)[lim/Cr) =0] ，且当 0<:r<e 时,此曲线完全在两条直 

t »+0 

线 > =一 /b: 与 : y = U 关 oo) 所形成的锐角之内，证 明： 

limx /<x) = 1. 

证根据题设有 

—kr 《 fix) ^ kx (0 < :r < e ，厶〉 0). 

而当 0< 工 <1 时有 lar<0 , 故 

^rlar ^ /(jr)lrir fcrliir. 

从而 e Arkr < = x /U) < e+ lllr , 

又 limxlar = 0» • 

x • 十 0 

所以 lirne^ 1 - = lime ^ =e° = 1, 

x »-*-0 .r •^H) 

因此 limjr^ = 1- 

【 1373 】 证明： 如果函数 f(x) 存在二阶导数 /U ) ，则 

• fU) = lim /( 工 + 方〉 +/(:〆 ）： U . 


证 因为 Um[/Cr + /i)+/(:r-/i)-2/(:r)]=0 

运用洛必达法则，有 

jj m f(x + h) + f(x — h) — 2 fix) 
h-*o h 2 . 


= lim /Cx±A)„r(^) 

fc—O Ln 


lim I 

h -*0 V 


//U + h)-_/(x) 


h 


疒 Cr —A) — /Cr) 
-h 


= 音 [/’(i) +/’(:)]= /’(:)• 


【1373. 1】研究函数 



若了古0, 

若 i = 0. 



未定形的求值 



元函数©微分学 


在点 I 

解 


0 处的可微分性 . 
因为 


lim/(x) 




i-o \ x e x — 1 

l. 一 1 

e r — 1 + xe x 


1_，- e J — 1 — j: 


2e J + xe J 


/( 0 ) 


所以 /Cr) 在点 : r = 0 连续 . 


lim 


U) — /(O) 

x-0 




^ i ) 


i；_ 2(e J — l—x) —xie x — 1) 

2W-1) 


lim 


— 1 — 

^(e^-D + exV 

— 


4(^-1)+ Sxe r + 2x 2 e s 

y __ 

12^\2xe r + 2x 2 ^ ~~ 


所以 


/(O)=- 

1 

12" 


【 1373. 2 】求出曲线 : y = (O: >0) 的渐近线 - 

解因为 



lim = 

JT 

一 i^(i+xo — 

lim ',— 1 ， 

一 ( 1+ |j 6 

lim (y- 

X »4oc \ 

+) 



lim x 


(l+x) J 


— +] = Hs 


( i +之） 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 


lim -- 7- 

^ (1+0, 


(l+/)ln(l+0_ 


(1 + 0 


lim 


(1+0+U+0 


lim 


(l + 0ln(l+0- 


lim 

Lt 


1 


因此，曲线 y 


(l-\-xY 


Or > 0) 的渐近线为 ^ = -(^ + ~) 


【1374】研究将洛必达法则用于以下各例的可能性: 


(1) lim 


(2) lim 


(3) lim 


(4) lim 


>sjt + 2sinr) + e' 
e ^ ( cosj* + siar) 

卜 siiu cos^ 


1 + :r + siiucos. 
(x + siarcosx)e s 


解 (1) 因为 


Sin x ) 


2j：sin 


cos 


(siar) 


2^sin 


cos 


而 lim 


COSJ ： 


不存在，所以洛必达法则不适用.事实上， 


原极根是存 在的: 


lim 


(2) 因为 


lim 

T-^0 


limrsin — 
o x 


1 X 0 


(x — siar) _ 1 — cosx 
(x + siar ) ； 1 + cosj ， 

而 lim ? ~ CQSJ 不存在，所以，洛必达法则不适用. 

1 十 COSJ- 

事实上，原极限是存 在的： 
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im 


oc 


siar 


x 


SUIT 


Urn 


sirir 

x 


1 + 


siar 

x 


(3) 如果运用洛必达法则，就有 

2 

e 2l (cosx + 2siar) + e ’ sin 2 j 


lim 


lim 


e _J (cosx + sinr) 
5e _2r siar — 2xe~ x2 sin 2 j- 


e 


s\n2x 


-2e 


S1ILT 



这个结果是错误的，事实上，若取 A = rm + # ，则 lim = + oo ， 

而原式的分母在 A 的值为 e _ Mcosr „ +siarj = 0. 而分子不为 

0,所以原式的极限不存在.原因是在求极限时，虽然 

/( X 〉及 g (: r ) 均连续且极限为零•但 /( mt ) = g ( nn ) = 0,不符 
合运用洛必达法则的条件.另一方面也不.允许在求极限的过程 
中，用 siar 作除数，分子、分母约分后再求极限. 

(4 〉设 f(r) = 1 + x + sinxcosx. 
g(x) = (o* + siar cosx) e 節 . 

则 f (x) = 1 + cos2«r ， 

g(x) = e s,m : 1 + cos2j: + cosx • (x + siarcosj：)], 

显然 

(k = 0 ， 1 ， 2, …). 

所以不符合洛必达法则的条件，不能应用洛必达法 则. 

【 1375 】 •设有一圆弓形，其弦为 6, 矢为&此圆弓形内有一 
内接等腰三角形，如果当半径 R 不变，弓形的弧趋于零时，求出圆 
弓形面积与内接等腰三角形面积之比的极限.利用所得到的结果 

推导出计算弓形面积的近似 公式: S 〜 f 紈. 
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:吉米錐数麵■全解.(二 > I 


解如 1375 题图所示 



1375 题图 

AB = b 9 DC = h.ZAC^B = G , 
则 士 6 = AD = /? • sin f ， 


h = R — OD = R — Rcos » 

AABC f 为内接等腰三角形，其面积为 

Saabc = ^bh = R z (sin f —+sina ) ， 


弓形面积为 S.= yi? 2 (tr —sina). 
当弧长趋于零时， a 趋于 0 ,于是 



i? 2 (a — sina) 


lim 


R2 ( sin f—l sina ) 



lim 

a -^0 


7(1 — cosa) 


I (cos I-cosa) 


lim 


sma 


sin + sina 


2sin 导 cos 4 


lim 

ar^O 


sin f( _ i + 2 cos f) 
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2 cos 


lim 


一 4 + 2 cos 寻 




因此，弓形面积的近似公式为 - 

§ 10广泰勒公式 

着 

1. _勒局部公式如果 

(1) 函数 /( x ) 在1。点的某邻域丨7_了。 l < e 内有定义； 

(2) fdx ) 在此邻域内有直到 G — 1) (包括(”一 1)) 阶的导数 
/’ Cr ) ，•••/『” Cr ); 

(3) 在 o ：。 点存在72阶导数 / u) Cr 。）， 则 


fix ) = — > rp )* o((x — x 0 ) n ) 


① 


其中 a * = = 

特别是当： r 。=0 时，有 


0，1 …， ”）• 


fU ) = ±^ P ^+ o ^) 


② 


在所示条件下①式是唯一的 • 

如果在点: T 。 存在导数 /^ U (: T 。） ,则①式中的余项可取以下 
形式 W(U —心产 1 ) 

由泰勒局部公式②，得出以下五个重要展开式： 


① 〆 =1 + X + |^ 


+ … + ^ T + o (，）. 
n I 


n ! 4 

: r-|J + …+ (-1)“ (2^- l)T + oU2n) - 

1-|； + ". + (-1)名 + o (，). 

， = 1 ，爪 (⑺ ^ 12工2 + … 
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11 .. . 


m(m — 1) —(m — 7? + l) jW + 0 ( x ” 

n\ 

⑤ ln(l +： r ) = :r 一^ • + ••• + (— l )" 7-1 — + o ( x n ). 

La Tl 


2. 泰勒公式如果 

(1) 函数 fix ) 在闭区间[>，6]内有定 义;. 

(2) fix ) 在此区间有连续导数 / Cr ), …广 ■” Cr ); 

(3) 当时，存在有限导数 /°° U )， 则 

fix ) = 2 ’ -\- R n ( x ) 

k =0 • 

(a ^ x ^ 6) , 

其中 R n U ) = 广’ 工 吐 - a )” 

n \ 

(0<0<1)(拉格朗日余 项). 

或 RAx ) = 广’ • ( i - 6]) n - i U ^ a y 

(n — 1) ! 

(0<5, <1)( 柯西余项), 

【1376】将多项式 

P ( x ) =- l +3 x + 5 x 2 -2 x 3 , 

按照二项式 i + 1的非负整数幂排列. 

解尸(一1) = 5， 

P \ x ) = 3 + l(Xr — 6 a : 2 ， P ’ (一 1) =-13, 

^( x ) = 10-12 x , J ，(一 l ) =22, 

P ^ U ) =—12, P ^(- l ) =-12， 

P m U ) = 0. 

-由泰勒公式苟 • 

PU ) - P (- l ) + p/( u l) U + l ) + ^ /( ~— Cx + 1) 2 

+ ^ ( j + 1 ) 3 + ^[- 1 +^+ 1 )] (j+1) , 
= 5-13(1+1) 十 ll(:r + l ) 2 -2 Cr + l ) 3 . 


按照变量 x 的非负整数幂，写出下列函数的展开式至含有指 


10- 


雜公式 f - 遞__應 


定阶数的项 (1377 < 
【 1377 】 fU) 


1387). 

z l ± x ±^_ 

1 —X + 


至含 d 的项，问 / 4) (0) 等于多少 ? 


解 


1 +*r + X 2 


( l+x + x 2 ) 


1 + x 


(1-x + x 2 )' ……一 14-X : 

= (l+x + x 2 )(l+x)[l-j ： 3 +a(x 6 )] 
=l + 2x + 2x 2 -2x 4 +o(x 4 ). 


/ 4) (0) =4! • (—2) 


^■ 


48. 


【 1378 】 


(1+x) 


100 


则 


解设 /(X) 
/( x )= 

，* 

fU )= 


(l-2x) 40 (l + 2x) 60 
_ (1+x) 100 


至含 .r 2 的项 . 


(l-2x) 40 (H-2x) 60, 
60(l+x)"(l + 6x) 


(l-2:r) 41 (l + 2:r) 6 ” 

60(1 + x) 98 (65 + 728x + 2196a: 2 + 48x 3 ) 


(1-2 x ) 4Z (1 + 2 j ) 62 
所以 /(0) = l ， /(0) = 60,/(O) = 3900, 
所以根据泰勒公式有 

(1+x) 100 


(l-2x) 40 (l+2x) 60 ' 


l+60x + 1950x 2 +o(a: 2 ) 


【 1379 】 (a>0) 至含 : r 2 的项 . 

解设 /Cr) = ； ^n. 


则 


/(■r) 


m 


m m 


所以 . /(O) 

/(o) 


a ,/(0) = - a l ~^ 

m 

1 — Ttl \—?m 


a 


m 


7 a -+ x = a + 


^ r+ £^ x2+oCr2) . 


113801 71—2:r + «r 3 — 4l— 3:r + :r 至含 : r 3 的项 . 
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解 设 f ( 工 ）= Vl — 2x~\~x 2 — 1 — 3x + j 2 . 

则 /Cr) =j(3x 2 ~2)(l-2x + x z r^ 

— +(2 i — 3)(1 — 3文 + ^)一1， 

- 6 

fix) =ir(l 一 2JT + X 3 ) 一士一 4(3 < T 2 -2) 2 (l-2o:+ > r 3 ri 

4 

-j(l-3x + x 2 r 3+I(2x-3) 2 (l-3x+x 2 r3 , 

(x) = 3(1 — 2 x+jt 3 )~^ — j(3x 2 — 2)(1 —2x + j* 3 )"~^ 

+ -|(3x 2 -2) 3 (l-2x + x 3 r 2 
-3x(3x 2 -2)(l-2x + x 3 r 2 
+ -|(2x-3)(l-3x + ^ 2 r3 

參 

4--^-(2 j — 3)(1 — 3 :r + : r 2 )， 音 


一 ^(2x — 3) 3 (1 — 3x + x 2 ) - 


所以 /(O) = 0 ， /(0) 


/(O) 
由泰勒公式有 


，广 (0) 


1 — 2 x + x 3 — 1 — 3 x + x 2 

^ x 2 + x 3 + o ( x 3 ). 


【13811 

解 


至含 : T 5 的项 . 


1 + (2x- J 2 )+^(2j:-x 2 ) 2 +^(2x-x 2 ) 
+ ^(2 x - x 2 ) 4 +^(2 x -^) 5 + o ( x 5 ). 
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【 1382 】 


io . 泰勒公式 


1 + 2:r + jt 2 — - -x 3 — — jzx 5 + o(x 5 ). 


6至含工 4 的项 * 


解当 x 很小时，令 


e"-l 


其中 A = fH 
则 △ 也很小.于是 


1 + A.，• 


120 


+ o(x 4 ) 


1 + A 


1-A + A 2 -A 3 +A 4 +o(x 4 ), 


+ t + 务 +0( 工”， •• 


△ 3 = y + y + oCx 1 ), 

A 4 =^+ oU A ). 

10 


所以 


= + 赛一盖 + 心 4 ) 


113831 Tii 
解 


至含 x 13 的项; 


+ + ^ 5 +o(xlZ) )] 3 

x [ 1 + i ( wo ^ i +o(xU) ) 

HX 杨 l2> 


； x 13 +o(x 13 ). 
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議纖 


【13841 lncosx 至含 :r 6 的项 • 
解 lncosx = |ln(l — sirvx) 


si 


[( 


in ^ + ^ + ^+ 0 ( S in 6 x ) 


+ Lfl +oU6) ) 4 

fi + fi+ 心 v) 6+a (< 


X 4 


12 X ~45' 


+ o(:r 6 )， 


其中利用 


lim 


siar 

x 


1， 


即 o( siar) = o(x). 

【 1385 】 sin( S iar) 至含 : r 3 的项 • 

解 sin(siar) = siar — ^-sin 3 x + o(x 4 ) 


=-r 


(x-||+o(^))-^(x-||+o(x 4 )) 3 +oU 4 ) 


X 


+ oCr 4 ). 


【 1386 】 taar 至含 P 的项 • 
解当 i 很小时 . 


siar = x 


工 3 十 !^: 5 + 0 (工 6 )， 


X 2 


其中 


COSX = 1 —+fr + o(x 5 ) = 1 — A 

L 

△ = f — 盖 +oCr 5 ) 很小，且 


A 2 


X 


+ o ( x 5 ). 
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于是 taru: 


SUIT 

cosx 


(工- + 120^ 5 + 0 ( j6 )) ( 1 + △+ A 2 + 心 1 )) 

( x ' i j 3 + ifo j5 ro ( x 6 ) )( 1 + f + l j4+o(j：4) ) 

X + yj - 3 + Y^JT 5 + o(j- 5 ). 


11387] In ^ 至含/的项. 


解 In^ 

X 


f [ + fl _ 7[ +0(x7 


K 1 + (~f + l^~50i0 +oU6) )] 


(- 


120 5040 


+ o ( x 6 )) 


H - 誓 + 爸 


x' x° 
120 5040 


+ o(x 6 )) 


+ i( _ f + ^ _ ^ +o(x6 - ) ) 3+o(x6) 


x ! 


180 2835 


+ o ( x 6 ). 


【 1388 】求函数 /Cr) = G 按照差 Cr 一 1) 的非负整数幂展 
开式的前三项. 


解 fix) = ― 

2 Vx 


\x-Jx 


/⑴= 1,/ ⑴ = 如/⑴ 


I ， 


于是 = l +| cr —1) — 士 Cr — l ) 2 + o ((： r - l ) 2 >. 


【 1389 】将函数 /(x>=/ — 1 按二项式 (x_l) 的非负整数 

参 
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幂，展开至含有(: T — I ) 3 的项. 

解 /= /(I + lar ) ， 

f\x) =x J (l + lnx) 2 +x^ 1 , 
f{x) = x"(l + lar) 3 + 2 广 】 （1 + lar) 

+ 广丨 (+ lnx ) ， 

/(l) =0,/(l) = 1 ， 

/( I ) = 2，尸(1) = 3, 

于是 

x^-l = (x-D + U-l ) 2 

籲 m 

+ Y(x-1) 3 +o((x-1) 3 ). 

【 1390 】 在点: r = 0 的邻域中，用二阶抛物线近似地代替函 

数夕 = ach —(a > 0). 

a 


解3^1 


a，y L-o = sh^- 


a 


»o 


// I 

y 


a a 


•*o 


a 


于是 


ach f =a + fa + ° (j：2) ^ a ^a 


【1391】按照分数 1 的非负整数幂将函数 

JO 

fix) = y/l+^-X (X>0), 

展开到含 A 的项. 

解由于 

V i+ (i) z=i+ +?— 音？ + 。 ( 去)， 

所以. fix ) — y /1 + X Z —X = JT^l + (~) 2 - l ] 

= ^ _ 8? +0 ( i )* 
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io : 泰勒公式 i 第二章一元函数的微分学 


【1392】按照增量/^的非负整数幂将函数 

f(h) = ln(x + /i) (: r > 0 ) ， 

展开到含 / i ” 的项 (《 为自然数). 

解 ln(x + /i) 

1厂 1 . I /n I ^ ' 


In [: r(l + I ) ln^r + ln(l + 

i-+ 含 -^+B+ … 


+ (-1)^ 


nx 


+ oW ). 


【1393】假设 


f( x + h) = fix) + /*/’ (: r) + … + ^f n) (x + 6h) 


(0< d <\) 


并且严 " Cr ) 关 O . 证明 limtf = 
解按题设 




f(x-\-h) = f(x)^hf(x) + … + — t f n> U + 册）， 

Tl ! 


其中0<0<1•又因产 


存在，故 


/(x + A) 二 / ⑴ + 办广 :^ +…+ 〜产⑺ 

n I 


h^ x 


(1)+0(/^)， 


所以 


从而有 


r ( n + l) K 〜 ，， 

+ 0 (/ 1 ^) 

n \x + 9 i )- f n) U ) 

6 h 


1 r (/»+ i )/ \ I i 0 ^^ 1 ) 

n + 1 尸⑺ 


注意到 lim 


n ) U -\- Gh ) 


(x) 


/^> ( x ) ^ 0. 
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上式两边取极限可得 


lim^ 

a— o 

【1393. 1】 



(x) 


严 ,1+V 

当文 — 0时，设 / Cr ) = 1+&+ 0 (:?:)，证明 : 


lim [/( x )] 


解因为 limln [/ Cr )] 


lim 


ln [ 


y ln[l +fcr +o(j)] kx +q(jt) 
一 0 kz+oix) x~ 


k 


故 


lim [/( o :)]+ = lime 




.【1393.2】 假设 

/ U ) e C ^ oa ] 及 /( O ) 
并 R 当 : re (0,1) 时 I /( x ) |<A 


/(l) =0 


证 明 : 当 0<o：<l 时 , .1 /(X) |<|. 
设 A 6 [0 ， 1 ], 则由泰勒 公式有 

fU) =/(xo)+/(xo)(x-Xo) 

f (jc 0 +^(x — Xo)) 


证 


2 ! 


(x — Xq) 2 , 


其中 o <^< i，. r e [ o , i ]. 

特别地，将 : r = 0 及 * = 1 分别代 AJl 式得 

0 = /( o ) = /(Xo)- Xo/(x 0 ) + 广 丑 二 , 


① 


0 = /(l) 

= /(*ro)4-/(xo)(l-o： 0 ) 

f (Xp +02(1 — ： To)) 

2» 

其中 Q < e ' < i , o < 0 2 < i . 

②式减去①式得 
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② 
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/ (-To) = 士 [/' (: T。 + 02 ( 1 — 工 。 ))( 1 — :r 0 ) 2 

—f (x Q —d\X Q )xl^9 

所以 1 /(Xo) |<|A[(l-Xo) 2 +^]<f. 

【1393.3】 假设 

/(J) (— OO < J <+ OO) ， 

是可微分二次的函数，且 m 

M k = sup I f k) (x) |<+oo (々 = 0 ， 1 ， 2 )， 

-^-<X<+o ： 

证明： 不等式 Mf <2M,M 2 . 

证 由泰勒公式对任何 A 有 

/ (j + /i) =/(j*)+/(x)/z + ^^/i 2 , 

f(x-h) = /(:)-/ U)h + 

其中色 位于 X 与 : r+A 之间， $2 位于 : r 与 j: 一 /i 之间 
① 式减②式得 

fCx + h) —f.(x — h) 

= 2 / U)h + ^ [/(?!)— /( 各 ）] ， 

即 Zf\j：)h = fU-\-h)-f(x-h) 

- f [/， ⑹ -/' ⑹]. 

所以 2h I fix) I <| 2hf\x) I 

< I f(x + h) ) + 1 f(x-h) I 

• +f[l/(ci) l + l/U) I] 


① 

② 


<2 M 0 +/ i 2 Mo , 

即 M ? h 2 -2 I fix ) I A + 2 Mn ^0, 

上式对任何 / i 都成立，故左边二次式的判别式必小于等于零. 
即 4 | /( x ) |-4 M 2 (2 M 0 )<0, 

即 I /<^ o ) l <2 M 0 M 2 . 



285 







吉米多维奇数学分析习题全解(二: 


由 X 的任意性有吣<2%。从 2 . 

【1394】 估计下列似公式的绝对 误差： 

(1) l+:r + |j + …当 

(2) siar ^ j — ^ 当 1工1<士； 

(3) taar ^x + y 当 I 了 I 1; 

(4) 当 0<: r < l . 
解用拉格朗日余项公式估计 误差： 

R^i U) = 々 :: 芯 ) ， 1 (0 < 沒 < 1 ). 

(】）由 / Cr ) = e ，及0<^<】得 

产》 ㈤= <e (0<0< 1). 
于是当 0<: r < l 时， 

(2) 由 fix ) = sinr 得 

| / <5) ( ftr ) | = sin ( flr + 警)^ 1. 

于是当 l*r 1< ^■时， 


lRAx) !< 5! UP < 5! *? = 34- 
(3) 由 fix ) = taar 得 

COS X COS-JT 

,(了） = ―^- 

cos4j cos"x 

( z ) = : 24 sinx _ 8 siiir 
- cos 5 x cos 3 x ’ 

尸)⑴ = 」^ + 迎^， 

COS X COS X 
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注意到 /(0) = 1,/(0)=0, 

• 广(0) =2,/ 4> =0. 

当 1 i |< ()• 1 时 | siar |^| x 0. 1, 
cos 2 ^ ^ cos 2 0. 1 = | 1 — sin 2 0 | > 0. 99 


所以 丨 I 


Her) 


0.1 


(o ： 


16 , 120 X 0. I 2 

. 99 t 0. 99 3 


<2 X 10' 

(4) 由 / Cr ) = v / FT ^ 及 0<_ r<l 得 


I r ⑴ I 


8 (1+J) 音外 


于是 I R 3 U ) |<I • ^ ^ (0< X <1). 

【1395】近似公式 com = 1 — # 对于怎样的 a •可以精确到 


0 . 0001 . 

解 


误差 


按题设需 <0. 0001， 

于是 丨 I |< 0.22( 弧度). 

【1395.1】证明公式 




0< r < 


77-1 x 2 
2 n 2 9 2 n-V 


证 设 fix ) = 7a n + x ( r ? ^ 2 ,a > 0 ,x ^ 0) , 


宁， 


/(:) 
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/( O ) = a ,/ (0)= — 


rr~\ - 


由拉格朗日余项公式 

有 /( x ) = /(0) +/(0 )x + i ? 2 ( x ) 


na 


+1?2( 工）， 


其中 私 Cr ) 


秦 ^^(a”+ftr) 、 V ， (O<0< 1 )， 


记 


Rz ( jr ) 




显然 r >0, 而( 〆 +&:)¥ > a 2 - 1 ，- 


所以 


0< r < 


n— \ 參 x 2 

In 1 * 


注:原 题误为 0< r<g •^ T ， 

事实上这是不成立的，例如，取 a 充分小 ， 0 < x < ^，则 
(“” +&.>¥< 2$ • A 1 < 2 a 2 - 1 , 


n— 1 x 2 

^bf # 2 a ^ - 


当 a 取得充分小，将会有 


2^ > 2 ^i 


这说明原题的结论 


是错误的. 

【1396】运用泰勒公式近似地 计算： 

(1) ^30；* (2) 4^250; - (3) '^4000; 

⑷ A ; (5) sinl 8°； (6) lnl .2； 

(7) arctanO . 8 s (8) arcsinO . 45； (9) (1.1) 1 * 2 


⑷ A ; 

(7) arctanO . 8； 
并估计误差. 

解 （1) 獅 




OHf 

1 + i*i 


1( 音 - 0 ，1、 2 ^ 3. 1072 
^2! V 9 ； 
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第二章一元函数的微分学 


△ <3 


(I) 




2. 54X10' 


7 \专 

(2) ^250 = 3(1 + 243 )' 


« 3 


1 + T # 243 + 


i(i 


!)( 丄) 

1243 / 


^3.0171 


△ <3X 


( 243 ) 


% 4. 8 X 10 


(3) 1 ^4000 = 2(1 — 


128 


〜中-古.^)〜 1 . 9960 ， 

△< 2 - f 2 Kif 8 卜 8 . 4X10 — 5 . 


(4)7；= 6 ^1 + { + ^({) 2 +^(-|-) 3 +^(|) 

+ 剖士 ) 5 4(+) Ul . 64872 ， 


= 排) 7 + 糾 ) 8 + … 

<T!(i) 7 —T-r^ L6X 


KT 6 . 


⑸ sinl8 。 々 f 。 -^(fo) 5 +^(fo) Uo - 309017 * 

△< 六 ㈤ 、 6X10 ' 


( 6 ) lnl. 


ln(l+ 0 . 2 ) 




0.2 — 士 (0. 2) 2 +y(0.3) 3 - |(0.2) 

+ 4(0. 2) 5 - +(0. 2) 6 + y (0.2) 7 . 
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~ 0. 182321 ， 

A<i(0.2) 8 义 3. 2X10 一 7 


(7) arctanO .8^ 0.8-y(0. 8) 3 + + (()• 8) 5 


( 0 . 8) 7 + — 一 ^( 0 . 8) 39 


% 0. 67474( 弧度）， 

A<t7(0.8) u 々 2.6XKT 6 
41 

(8) arcsinO . 45 • 

^0.45 + ^ r (0. 45) 3 +六 


(0. 45) 5 + 


9 • 11 


2 • 4 • 6 • 8 • 10 • 12 • 13 、 
^0. 46676( 弧度 ）, 

A 1 • 3 • 5 • 7 • 9 • 11 • 13 


2 • 4 • 6 • 8 • 10 • 12 • 14 • 15 

+ ^ i ¥ r 7 _ 17 + … 


(0.45) 13 


(0.45) 15 


<f 5 (a45)15 r=^w 《 5 . 25xl0 ' 


(9) 先计算 lnl.l. 

lnl . 1 = ln(l + 0. 1) 


0.1 


i . I 2 


(0. I) 5 


^ 0. 0953 


(1. I ) 1 - 2 = e 1 加々 e i.2X0.0953 ^ h 12117, 

A = Ae L2xa( ^(0. 0953 X 1. 2) 4 < 7. 9 X 1CT 6 


[1397] 计算： 

(1) e 准确到 10- 9 ； 


(2) sinl ° 准确到 lO—s 


(3) cos 9° 准确到 10— ; (4) 75 准确到 10一 4 ; 

(5) lgll 准确到 10- 5 . 
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一元函数的微分学 


解 (1) a =---1- 1 - (_ 

W (n + 1)! 卞 （ti + 2)!t 


< (」 i )!( 1+ (« ii )+ …) 


« + 1 )! 


1- 


w + 1 


要使 △< 即可，于是 

e〜l + l + + + ^ + ”. + jj| 义 2. 718281828. 

<2) A< (2^+T)T(l8o) ， 

要 ACKT 8 , 只要 


(2^TI)](t8o) 


2n\) 


< 10 -\ 


只须 n > 2 于是 


sinl °^T80""3!(l8o) 


180 3! V 

(3) A < ^ yr ( f 0 ) 2 ' 


^ 0. 01745241. 


要 △< 1( T S ， 只须 

7^ T ( i ) 2n<1(r5 , 

只须取 〃>3,于是 

咖9、1-士(聂) 2 + 


(竞厂 〜 0 • 98769 . 


(4) v^=2V.l + +， 


A , (2；>-1)!! / 1 \ 


要 △< 1( T 4 , 只需 


^-1)!! (1) 
2 ^(r 7 + l)!U ) 


rr^i 
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吉米多维奇数学分析习题全解 


只需^>4,于是 


心2[1 + |]-靜⑴ +\ 0 { j )] 


^ 2. 2361 

(5) lgll - l + lg(l + 0.1) 

= 1 + h ^ o - ln<1 + 0 - 1) 


A <^(0.1) - 


要使 ACKT 5 , 只要 


取 w >4 即可，于是 


(0.1) 叶 1 < 1( T 5 , 


lgll ~ 1 + [0. 1 - 音 (0. I) 2 +y(0. I) 3 

争 

利用五个基本展开式，求下列极限 （1398 〜 1409.) 


【 1398】 lim 


cosj* — e 


解 lim CQ&r ~^ 


-4 


lim 


1 —普 + fi + °( t4 ) ]_ t 1 — f — 士专 


( --- • — W 4 4-0(^-*) 

lim 二。 


【 1399 】 l^^siar-xa^x) 


解 lim 


e r siar —x(l + x) 
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lim 

•2^0 


+ f[ + 0 ( 叫 [• 


_ 之 


+ oCr 3 ) 


-z 2 


lim 


(i~i) 


+ o ( x 3 ) 


【1400】 lim x 2 ( y/x~\~ 1 + y/x — 1 — 2 • 

T _十勿 

解 lim : r 音 （v^ + l + y/x— 1 — 2 >/x) 

= Ji ?/[( 1 + 2 x ~ 8 ? + Ia ? + °(?)) 
+ ( 1 ''^~8? _ i 6? +0 (?))- 2 ] 
. = ^[-T + 0 ( x )] ==_ T - 

【1401】 lim (々 +? -々_工[). 


解 


lim (+«r 5 一 ^-x 5 ) 




Ji ^ x [( 1+ i +0 ( x ))'( 1_ i +0 (7))] 


【14021 lim 


解 


lirn^^j： 3 —x 2 + 音) — W + 1 • 

1^[ (工 3 -工 2 + f ) e + - 7工 6 + 1 

1 [卜 3 - j 2+ f )( 1+ 士 + 古 + 占 M *)) 

- 工 3 (1+ 忐 + 0 ( 去 ))] 
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^(i +0(1) ) = i j 


其中 o ( l ) 表示当 *r — 十 ㈤ 时为无穷小量. 


【 1403】 lim 


x 2 


解 


, jm al±a^2 


lim 


(a>0). 

e :lrw + g—xlnci 


=lim 4[(1+:rlna + |jln 2 a + o(:c 2 )) 

+ (1 — xlna + |^ln z a + o(x 2 ))—2 
=lim[ln 2 a+ o(l) J= In 2 a (a 〉 0) 

【 1404 】 lim : r-:r 2 ln(l+m 


解 十士)] 

== ]i r s[- r - j - 2 (7 _ 2? +0 (?))] 

= lim[{+o(l)]=|. 

【■】 


解 


把(士- ▲ hS ? 7 


X —+o(:r 3 ) 


lim 


屮 — 傜 ( 叫 ] . 


^7~7[ 1 + f! +o( - r2) . 

Hm(-^+ O U))=0. 


114063 


cotr 
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解 lim 丄（丄一 cotr ) = lim 丄 （ 

^->0 X \ / J^O X \ 


X 


cosx \ 
sinr / 


lim — 
x 


l -^ x 2 + o (^) 


工 


X 


3 ! x 


+ oCr 4 ) 


lim 


x 


- x i 


卜(卜 yw ))( i + 如 w ))] 


limi-ri 

J—O x Lx 


士 (卜誓础 )] 


lim[j+o(l)]= j. 


[ 1406 . 1 ] lim 

fO 


sin ( siar ) — x 


X 


解 lim sin ( sinx)-xjTE 

•r -0 X 


lim 


siar - 古 sin 3 jr + ^j~sin 3 j + o(sin 5 .r) - jc 1 - 号 


2! 3 2 


x 4 + oU 5 ) 




+ { 卜 -P + 5! z5 + ° (xS5 )~ 3] ( x ~^ + 5!^ + ° (xS} 

+ 奸 -# 3 + iK + ° 叫 5 杨 5 )- 卜- 如 S+ °(，): 


lim 

x -0 


x 


x 3 + 士: 5 + ) ]- [工 _ y ^ 3 — +工 5 + 0 (工 6 ) 


lim 


19 

90 


x 5 + o ( x 5 ) 


: r 


【 1406 . 2 】 lim 


19 

90. 

— (cosj:) 


X 


解 lim 


— (COST): 


X ， 


lim 

i^O 

;in 2 x) 


1_gSinrinco&r 


: r ， 


lim 

T^O 


1 - 





.1 — 


1 - e ^ 




吉米多维奇数学分析习题全解(二） 


lim 


-'i + 
■ 


inV + o(j: 6 ) 


【 1406.3 】 lim 也啤 . ) 二 ^ 


解 lim 


sh(taar — 工） 


taar + yrtan 3 j* + o( tan^x) 
lim - ^ - , - 


—x 


Hm tmrpr + lim 

x-^O X x -0 


— tan s x + o(x A ) 


7 + lim 


siar — xcosx 


— 1 llim 1 ■ 此 ( 广去？ + 。 ( ？ ) 卜 ( 1 - 七 2 + 0( ， ,) ) 

6 jt-ocosj j— i) .r 3 

i , r (i _ i)- r3+o( ^ ) i , i i 

= ~6 + ^ - ? - = ~6 + T = 2 - 

当 x — 0 时，求出无穷小的量少的求出形如 Cr”（C 为常数）的 
主项 ，（ 1407 〜 1409 ). 

【 M 07 】 设 : y = tan(siar) — sin(tarir). 

解 siar = + — + W ) ， 


tanx = :r 


+誓+等 + i +oCr7) ， 


所以 


tan(sirir) — sirLr(tanjr) 


sirir 


+ + sin 3 sin 5 j + ^ sin 7 t + o( sin 7 x ) 


參 JL JL 

taar — 777 tan 3 x + —tan 5 j — — tan 7 x + o(tan 7 x) 


=[( 


+ Ub X：> ~ 5040 X，+ ° (X } 
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泰勒公式 


++ ( x — 如 3 + 1 5 — ‘了’ + °( 1 ' ) ) 

+f 5 (:- 如 3+ 士〆-士〆 + o( : 7) r 

+忐卜 •— 心 7 ))’ + 心 7 〈 

- ■(-+* 十餐 + 盖+° ( 叫 

-故 +f 命 x 

+* 十 

- 7 »( J + T + ^ + S + o(x7) ) 7+o( - r：) - 




故: y 的主项为 

【 1408 】 (l+x) T -l. 


解 y 


rln( i+x) 


1 卜 4 4 ° ( ’)] 


= ^ 2 -t^ 3 > — i 
=1+ x 2 — Y + o(.r 3 )^j 

+ o(x 2 -f+ 0 (^))- 

~ x 1 +o(x 2 ) ， 

故 y 的主项为 X 2 . 

W 4 - 1 I ( 1 + JT) J 


【 1409 】 y = l + 


解 y 


( 1 +x) 


l-e+ 




l- e 士 O - 


1 — e _ 
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- 1+卜 f +0(:) )+0( 


-4+oCr) 


)] 


+ 0(1)， 


故 : y 的主项为 f. 

【 1410 】怎样选择系数 ci 和 6, 使 : r—(a+6co&r)siar 对于 z 
是 5 阶无穷小？ 

解 x — (a +6cosx)sirLr 


x — asiar 


sin2x 


fi + fi +oCrS) _ 

- [2x- ^(2x) 3 + ^(2x) 5 +a(x 5 )" 

加 +(f+f) 工 3 -(lf5+f|)i 5 +o (: 5 )， 


故要使此量为 o • 的 5 阶无穷小，当且仅当 

(\ — a — b = 0, 


f+f 


解之得 a = -g - ,6 =— 

11410. 11 怎样选择系数 A 和 B ，使得当 x — 0 时成立渐近 


鮮 COtr = ^^ +oCr5) . 


解因为 


cotr 


l+Ar 2 
x + Br 3 


(x + Br 3 )cosjt — (1 + Ar 2 )siar 


(x + Br 3 )siar 


要使 


cotr 


l + Ar 2 
x + fir 3 


o(x 5 ). 


当且仅当 
298 — 
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而 


(x + Br 3 )cosj— (1 — Ar 2 )siar = o(x 7 ) 9 
(: r+ Br 3 )cosx — (1+Ar 2 )siar 


U + Rr 3 ) 


一 （ 1+Ar 2 ) 


— 告工 2 + + 0 ( 1 6 ) 

.r-^+^+oCx 7 ) 


卜 




(i 


4! 一古 B — 為 + 


故 


—^y + TT + B — 犬 = 0, 


4! _ 5!~2! B+ 3! A 


0, 


解之得 A 

故当 A=— 




9 B 


cotx 


- 15 
1+Ar 2 


15, 

时， 


+ o(x 5 ). 


x + Br 

f 1410. 21 当 1 — 0 时，怎样的系数 A 、 B 、 C 和 D 使得渐近公 

式卜择 5 〉成立. 

解因为 

_ 1+Ax+Br 2 

l + Cx+Dx 2 

e-(l-hCr + Dx 2 ) - (1 + Ar + Bx 2 ) 

1+Cr+Dr 2 


e" 


故要使 f 


ell+Cr+nz^-d+Ar+fir 2 )， 

一 1+Ar+Br 2 


+ 0(JT 。） ， 


必须 

而 


1 + Cr + Dr 2 
^ (1 +Cr +Dx 2 ) — (1 + Ar +Br 2 ) 
e ，（ l+Cr+Dx 2 ) — (1 + Ar+Br 2 ) 


o(x s ) f 
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吉米多维奇数学分析习题金 解( 


+ o(x 5 )](l + Cr+Dr 2 )-(l+Ar+Br 2 ) 

(l-C-A)x+(^ + C + D-B)o: 2 

O ^ c + 中 + ( i \ + 3 [ c+ 


因此，有 


C-A + l 
C + D-B 

H c + i D 

9 

i c+D + 


+ j = 0 . 


-C + -D+24 = 0, 

9 

4c+d+4- = o. 


解之得 A = |,B = ^,C 


，D 


12 . 


因此，当 A = f，B = 吞 , C 


， D = R 时, 


^ = 14^ + ^ +0 ^ 5) * 

【 1411 】设 I a ； I 为小量，推导下列各式的简单近似 公式: 


( 1 ) 


r^~TrT^) 


(R>0) 


( 2 ) 


TT7 

1 —X 


岳; 


( 3 ) 香[卜( 1 + 盛厂]; 


(4) 


ln2 


ln(l + 


100 


解⑴ 


(R + x) 2 


[卜 ( 


1 + 


n 




RK 
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•泰勒公式第 Z 章一元函数的微分学 


⑵ 


& 


1 

1~ X 
1+X 




^ 1 + 


2 x 

3(1—x) 


]_[卜 


1 十 : c/ 

2 x 

' 3(1+ x ) 


4 

3(1-x 2 ) 


(3) 


(4) 


A - 

工- 


x 

Too 


VM [^- wo)hm 


ln2 




ln[ 1 + 


100 


ln2 


100 


座 2〜 L 0. 

X X 


【1412】设: r 的绝对值为无穷小量，推导出形如 x 
^ taar 的近似公式.并且精确到: r 5 项. • 

将这一公式用于小角度值的弧长的近似求法. 

解 o：siar + /?taar 

= a [ x -^ x 3 +^ + o ( x 5 )_ . 


asirir + 


° [工 -^: 3 + f [ +ocr5) _ 

+ /3[x + 夸 + 餐 + 0 Cr 5 )] 
( a + ^ x ~( i ~ i) x3 -(ui 


ff)x s + 0 Cr 5 ) 


w V 6 3 r V120 ， 15 广 … 

要使近似公式工 = asina + fitanz 准确到: r 3 项，当且仅当 

卜+卜1， 

= n. 


解之得 a 


，于是近似公式为 


x ^ — sinx + — taar . 

弧长=中心角 X 半径，设中心角为 X ，半径为只,则弧长 = Rz ^ 
ysinr + ftanr ，此即小角度的弧长的近似公式. 
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【 1413 】 估计切贝绍夫法则的相对误差 :圆弧 近似地等于等 
腰三角形两腰的和，此等腰三角形立于该圆弧的弦上，且髙为此 

弓形之矢的 



解.如1413题图所示 



o 


于是 




1413 题图 

BC = 

= Rsina， 


BC 2 : 

=i? 2 sin 2 a 

=|(1 — cos2a) ， 

DC = 


cosa)， 

DC 2 

十 1 

— 2cosa + cos 2 a) 

s 

* 

i 

= R 2 [2 - 

吾 cosa + 音 cos2a) ， 

BD 2 

= EC 2 -\-DC 2 


= i ?2 ( fT OSa+ ! cos20 ) 

= 只 2 {1 — 10 ^ 2" qZ + W ~ 720° 6 ) 

. + j ( 1 — 2a z + 音’一 U+ 0 ( 0 7 ) 
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■ 函数的极值，最大值和最小值 I 第二章~元函数的微分学 

=1? 卞 2 — &)+ 心） ， 

= 2?V [1 — ^a 4 +o(a 5 )]= R 2 a 2 ( 1 一 △) ， 

其中 △ = + o ( a °)， 

BD = Ra Vl — A = — + △ + W)] 



§11. 函数的极值.最大值和最小值 

1. 极值的必要条件 

如果函数 fix ) 在点 a :。 的双侧邻域中有定义，并且对于 某域: 
0 <t x — x 0 |< 5内的所有点工，有下列不等式成立： 

/( X ) < /(: 0 )或 fix ) > /(:0)， 

则称函数 / U ) 在点: T 。 有极值(极大值或极小值) • 

如果存在极值点: T 。 且 / Cr 。） 存在，则 / Cr 。）=0. 

2 . 极值的充分条件 

第一法则 如果 （1) 函数/(工）在点 X 。的某个邻域 

Ix-xo I <3内有定义并且是连续的，且 /(* r 。）—0 或不存在 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( : 


(临界点）； 

(2) /⑴在0<| x-xo |<5域内具有有限的导数 / Cr ); 

(3) 异数 / Cr ) 在々的左侧与右侧有固定的符号，则函数 


/( I )的性质用下表 表示: 



第二法则如果闲数 fix ) 有二 阶导数 fix ) 且在点々有 
卜‘列条件 成立： 


f \ x ) = 0且/^①）尹0， . 

则函数 /(. r ) 在此点有极值，也就足说 ：当 ftn ) < 0时•和极大 
值;而当 /(x 0 )>0 时，有极小值. 

第三法则•假设函数 / Cr ) 在某区间 |x — ^ |<5内有导数 
/⑴…，尸 1 &)，并且在点々有导数广 ) （了。），而且 

/ ⑷ （為） =0 (k = 1 …, 1), 

/ <W) U) ^0; 

在这种情况下:（1)如果〃为偶数，则函数 / Cr ) 在点 x 。 处有 
极值，也就是说••当广 >(々）<()时，有极大值，当广 u )> oa 寸, 
有极 小值； . 

(2) 如果 rz 为奇数，则函数 / Cr ) 在点為 处无极值. 

3 . 绝对极值 

在闭区间 [ a ，6] 上,或在其临界点（即导数 /( x ) 等于零或不 
存在），或者在该区间的边界点 a 和6,连续函数 / Cr ) 达到其最大 
(最小）值. 

研究下列函数的极值 (1414 〜 1422). 

【 1414 】 y = 2+ x —x 2 \ 
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会比 函数的极值•最大值和最小值 第二章一元函数的微分学 


解 V = 1 — 2 x ， 令 jy ' = 0,得工= • 

由于/ =— 2 < 0,所以当 x = ^ 时函数取极大值 

尸 2+ +_(+)、 2 +. 

【1415】 j ； = ( x -1) 3 ； 

解因为 / = 3 Cr - l ) 2 >0‘ Cr ^ l ). 

所以函数在(一％，+…）始终单调上升，故函数《>，无极值. 
【1416 】 .v = («!• — I ) 1 ; 

解 y = 4 (了 _ D 3, 令 = 0 ，得 r = 】， 

当 . r<l 时，/<0,函数▲调减 小，. 

当: r > l 时，3/>0,函数单调增加 •/ 

所以，当 .r = 1时，函数取极小值; y = 0. 

【1417】 ( m 和”为正整 数）； 

解 y = x m [ (I — x) n \ m — (m ^ n ) x }. 

令:/= 0,得 

八 \ m 


(1) 若 w 为偶数，则 
当 0 OC -5 -时，:/>0; 

m + n 

当 x <0 时，: y / CO ; 

所以，在 : r = 0处有极小值 : y = 0. 

⑵若 m 为奇数，则/在 ： r = 0的附近不变号，故无极值. 

(3) 当 0 O <— 空一时， y >0; 

m 十 w 

当 一 <1<1 时, y <0; 

所以函数 y 在 X = 5处有极大值= (二]广 . 

(4) 同理，若72为偶数，则函数在 X = 1处有极小值: y = 0 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二） 

• 若《为奇数，则当 x=l 时函数无极值 • 

【 1418 】 y — cosj: + chj- ； 

解 y = — siar + sKr. 

令: y' = 0,得 ：c = 0， 

由于 = - COSJ- + ckr^y^O) = 0, 
y m = siar + shx,/ ( 0 ) = 0 , 
y (4 〉= cosx + ckr，y 4> (0) = 2 > 0. 

所以当 :r = 0 时，函数有极小值^ = 2. 

【 1419】 y = (x+lW; 

解 y ’ = e-Cx+D'O-x). 

令：/ = 0，得1=一1及:?: = 9， 

当 x<_l 时 , y <0; . 

当一 l < o :<9 时， y > o ; 

当: r 〉9 时,：/<0 ; 

所以，当 I =_ 1时，函数有极小值 3^ = 0. 

当 x = 9时，函数有极大值 : y = 10 10 e - 9 . 

【 1420 】：( 1 +了 + || + …(”为自然 数）; 

解 y 

n ： 

令:/ = 0，得工= 0. 

( 1 ) 若”为偶数，由于:/ < 0(1 关 0) ，故函数无极值. 

(2) 若；!为奇数，则 
当: r <0 时 ，:/ >0, 

当 x >0 时，:/<0, 

所以，当 x = 0时，函数有极大值 : y = 1. 

11421] ^=| x |； 

解 y lx=o = 

而当# 0时，恒有 y = \ X ' > 0 9 
所以，当2 = 0时，函数有极小值 : y = 0. 
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. 函数的极值，最大值和最小值 


[14221 y = x^a-x)^; 



令:/ = 0得 x = 

且 y 在工= 0处及 x = 1处不存在. 

当：<0时，:/>0; . 

当 o < x < + 时 ， y >0; 

当+<1<1 时，:/<0; 

当: T >1 时，:/ >0. 

所以当 I = 0时,函数无极值，当 : r = { 时，函数有极大值，= 

当 x = l 时，函数有极小值 : y = 0. 

L 1423 J 研究函数 /( x ) = k — 在点 : r = « r G 的极 

值， ( w 为自然数)，其中当 : r = : r 。 时，函数 9 ( jt ) 连续且 〆X 。）尹 0. 

解 由于 〆X )在 X 。点连续，且 ^( x 0 )^0. 所以存在： To 的 
一个邻域 N , U 0 ) = Uo - 8 ,xo -\- 8 ) 使得 ( pU ) 在 jV , U 。） 内与 
< pUo ) 同号•又 /(^0 )=0- . 

(1) 若 n 为奇数，则经过 x Q 点时，函数 /( x ) 的值改变符号，所 
以在 ：r = : r 。 处没有极值. 

(2) 若 n 为偶数，则 , 

(x — Xo) n > 0 (x 7 ^ x 0 ). 

因而当 〆 *2：。）>0时， 

/(• r ) > f ( x 0 ) =0 (0 <| X — : T 。 |< 5) ， 

所以，当0： = x 。 时有极小值/( X 。）= 0. 、 

当 >0。）<0时，则 

fix) </(Xo) = 0,(0 <| X — Xo |<5 )， 
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吉米多维奇 数学分析 习题全解(二 : ii _ 

所以，当 x = : r 0 时，有极大值 /( x 0 ) = 0. 

# 

114241 假设/(1) = ^，/(：0 = ^^且0：。为函数 

fix ) 的驻点，即 P l (x 0 )=O i Q(x 0 )^0. 

证明： § gn /’(: r 。） = sgnP ' iCxo ). 

证 因为- 

„、 — P'i ⑴ Q 2 ⑴一 2Q(x)Q / (x)P 1 (.r) 
fU) - Q^U) , 

于是 f(x ° ) = ^h 

由于(^(:^^^所以有 

sgn /^( x 0 ) = sgnP '( x 0 >. 

【1425】能否断 定:如 果函数 / Cr ) 在点: r 。 有极大值,则在此 
点某充分小的邻域内，函数 / Cr ) 在点 x 。 的左侧递增，而右侧是递 
减？ 

研究例子:若 #0，/ Cr ) = 2-： r 2 (2 + siii 士); /(0) =2. 


解不能断定.例如，函数 


/U) 


则当: c 参0时有 


2 — x 2 (2 +sin 士)，当 x #0 时， 


当: T = 0时， 


/( x )-/(0) =- x 2 (2 + sin ^)<0, 

所以 fix ) 在 : r = 0点有极大值/(0) = 2•但 

/,( x ) = cos 士一 2 x (1 + sin 士） (x ^ 0). 

故在 ：r = 0的任意小邻域内 / Cr ) 都时正时负，故在 ：r = 0的左侧 
或右侧的任意小邻域内 fix ) 都是振荡的. 
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•函数的极值.最大值和最小饬 | W>~m 一元函数® 微分学 

■麵 ■ ■ ■ - * 爾 ■、一 ■一 nr tw r ■ — rarr^gwn —ii _T _ f—n ， i_ r a -wrf — 厪 「 — 


【 1426 】 放 



证明 :(1) fix ) 在 : r = 0 外有最 小值； 

(2) f ( n 0 \ =成! =0( n = l ,2, …），但 g (: r ) 在： r = 0 处无 极值. 
作为这些函数的 图形. 

证根据 1225题的结果有 

广 >(0) =0 (w = 1，2•…） • 

用归纳法可证明 

g ( n ) ( 0 ) = 0 (n = 1,2, …). 

当 or 关0时， 

g ’( j ：) =(多 + l ) e -乂 

我们指出对任何自然数 n , 均有 

〆” 〉 Cr) = ( 士 ) e"^ (x^O), 


其中 PM 是关于/的多项式.我们用数学归纳法证明: 
当1时，命题显然.设当”=々时， 

，⑴ = P 《士) e j , 

其中巧⑴是关于 r 的多 项式. 


则 g ^U) - [ P “士) e - 

= !>(+)• I + p H ) (-知 3 

(士) 厂☆’ 


其中 Ph (/) 是关于 / 的多项 S . 
因此，由数学归纳法，命题得证. 
再用数学归内法证明 
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g (n) (0) =0 ( t ? = 

事实上 /(0) = lim^i 二 


1，2,…）， 


lim e ~ 7 


假设当 n = k 时，公⑷ (0) = 0,则 

g ^ n (0) = lim — ^- 

x 

丄 o 

= limi y ' =0, 
— 0 

因此，对任何自然数心都有， °(0) = 0. 


/(x) 


-士 


e x 


(x ^ 0). 


当 t < 0 时， /(•!■) < 0,当 : r > 0 时， / Cr ) > o , 
所以 /( x ) 在 = 0 处取极小值/(0) = 0,而 




7 e / 


( x # 0)， 


所以 〆 Cr )> 0( x ^0). 因此名 Cr ) 在(一 oo ,+ oo ) 内严格单调上 
升，所以 g ( x ) 在 t = 0处不取 极值. 


/⑴ 


4 — 6x 2 - 


令/〃 ⑴ = 0得曲线的拐点为1 =±^. fU ) 为偶函数 o 


1为曲线7 = /&)的渐近线. 

/(.) 


令/⑴=0得曲线的拐点为1= 土及 ，又当 I 经过点 I 
时， /( 工) 改变符号，所以 x -0 也为拐点. 


lim 


g ( x ) 


lfY\m(g(x) —x) 


所以 y = : r 为 曲线: y . = /( x ) 的渐近线, 〆 : r ) 为奇 函数 . y = /( X ) 


• 函数的极值.最大值和最小值 | 第二章一 -i 

的图象如 1426 题图 1 所示 .：y = g(x) 的图象如 1426 题图 2 所示 



1426 题图 1 1426 题图 2 

【1427】 研究下列函数的极值 

(1) 当: tt ^ O 时，/( I ) = e :(万 + sin 士); /(0) = 0； 

( 2 ) 当 :r # 0 时， fix ) = [>/2 + cos 士 ) 5/( 0 ) = 0 . 

作出这些函数的图形. 

解 （1) 由于 sin -^ <1<72. 

及 e '^ >0, . 

所以 /(. r ) > 0 = /(0) Cr 关 0), 

故 /( x ) 在 i = 0处有极小值/(0) = 0. 

当： r >0 时， 

fix ') = e -士 |72 + sin 士)， 
f ( x ) = -^ e " ^ (>/^+sin 士- cos 士） 

= ^ e - iy 2 [l + sin ( j -|)], 

虽然在 A = 2^7 T + ~ i (^ = 1，2，-")有/" ( x k ) = 0,但当 JT 

经过心 时， /( A ) 不改变符号，所以 / Cr ) 在々 不取极值.同理 
/(• z ) 在(一^，0)内没有极值. 
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吉米多维 奇数学分析习题全解 (二) _ 

^ = fU ) 的图形如 1427 图 1 所示 • 

(2) 与 (1) 一样可证，/(了）在且仅在 x = 0 取极小值/(0) = 0. 
>• = / O ) 的图形如 1427题图2 所示. 



研究此函数在点1 = 0的极值，并作出此函数的图形 .. 

解当 t 关0时•恒有 / Cr )>/(0)， 故当 *r = 0 时，有极小 
值/(0> = 0,而当 《 r >0 时， 

• fU ) = x (2 + co 8^). 

从而 / 7 ( I ) = 2 + cos 丄 + 丄 sin 丄. 

XXX 

当 ： r > 1时, / Cr ) > 0,所以 fix ) 在 ( 1，+ m ) 内单调增加， 
故 / Cr ) 在 (1 , +oo) 内没有极值，而在 (0,1) 内 fix ) 有无穷多个 
极值. 

事实上，设』 2* = ' *^2*+1 = ~ 

2^71 + "Y (2k + 1 ) 71 +-^- 

k = 1,2,…， 


容易验证广(办）= 2 + 2走兀+ "|〉0, 

/ U 2k+l ) = 2-(2^ + l )7 t --|<0. 
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Ml . 函数的极值•最大值和最小值 I 第二章一元函数的微 分学： 

由连续函数的介值定理•存在 W 6 (*1^，:^)使得/(4) 
= 0•而当: T 经过时,/'(^)从负变正，故 / Cr ) 在4取极小值， 
所以 /(. r ) 在(0，1)内有无穷多个极小值，同样可证 /(: r ) 在(0，1) 
内有无穷多个极大值.函数围形关于 Qv 轴对称.如1428题图 
所示. • 



1428题图 

求下列函数的极值 （1429 〜 1444). 

【1429 】 y = X 3 ~ 6 x 2 + 9 x — 4. 

解 y = 3 ^ 2 - 12 ^ + 9 . - 
令:/= 0,解得; r = 1 或: r =3， 

因为 

y = 12，： y 〃 |^=| =— 6 < 0， 

y L =3 = 6 > 0, 

所以，当 1 时，有极大值 • 

3^ = 1 6 + 9 — 4 = 0. 

当 ： r = 3时，有极小值 

汐= 3 3 — 6 X 3 2 +9 X 3_4=—4.. 

【14301 : y =2: r 3 — 

解 y = ix — Ax 2 m 

令*/ = 0,解得 :r =±1 或 j : = 0， 

而 / = 4-12 x 2 , • /|,=-! =4-12 =-8<0. 

y L=o = 4 > 0 ， y [^ = 1 =4 — 12 =— 8 < 0, 
所以，当1=一1时有极大值: y = 1， 
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g 吉米多维奇数学分桥习题全解(二） 

当 j ： = 0 时有极小值 y = 0 , 

当 x = 1 时有极大值 : y = 1 . 

【1431】尸 士一1) 2 (0：-2) 3 . 

解 y = Cr —l)Cr 一 2) 2 (6 ： r 9 —10i + 2). 

令:/ = 0 ,解得: r = l，:r = 2 及 : r = 

当:时:/< 0 ， 

当时:/> 0 ， 

当 10< 5 . 士 f 时:/< 0 , 

当5±^<了< 2 时 y > 0 ， 

当 x > 2 时：/ > 0 ， 

所以当 I = - 5 ~ 6 ^ 时有极小值 

_ (5- yi3)(l- yi3) 2 (-7- /I3) 3 

5一 ^ 

当: r = 1 时有极大值 《y = 0 ， 

当工时，有极小值 

_ (5+ /!3)(1 + /13) 2 (-7+ /I3) 3 

【1432 】 ），= : r + 丄. 

Jl 

解 y = 1 — -^2 . 

令 3 / = 0 ,解得 ： r = 士 1 , 

又 y =為，: y " L— 1 =— 2 ,/ L=i = 2 , 

OC 

所以当 i = 一 1 时有极大值 y =— 2 , , 



所以，当 I = + 时，有极小值 y =—為. 
【 1435 】 y = y/2jr — x r . 



令: y ' = 0,解得 x = 1，因为 
当0<了<1 时，：/>0, 

当 2> jt >1 时，:/<0, 

所以当 = l 时有极大值3；= 1，其次由于故当 ; r = 0 及 : r 
= 2时有边界的极小值 ^ = 0. 

【1436 】 y = j ： — 1. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 



当寻 <: r<l 时:/>0， 

当 > r>l 时:/ >()• 

所以当 x | 时，有极小值>， =-\ 41 在点 *r = 1处•函数不取 
极值 • 

【 1437】： y = «re' 

解 / = e -(l-.r). 

令:/ =0解得 : r = 1. 

当: r < lB 寸，:/>0， 

当：>1 时，:/<0， 

所以，当 : r = 1时有极大值 3^ = e * 1 . 


114381 y = v.rlar. 

解 y = 」 p(lrLr + 2). 

ZVx 

令:/ = 0,解得 : r = e ' 

• 当 0<*r<e 〜 2 时， /<0 ， 

当 •『> e - 2 时， : y’ > 0 ， 

所以当 t = e 」时 .• 有极小值 .v 

【 1439】 y = — . 

X 

M ， 2lnr — ln 2 x 

解）… - ^ - • 

令:/ = 0, 解得 X = 1 或 I = e 2 . 
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当 oo <1 时，:/<0， 

当 l<*r<e 2 时，:/>0, 

当: r>e 2 时， y <0， 

所以当 :r = 1时，有极小值: y = 0,当 jt = e 2 时，有极大值: y = $. 

114401 y = co&r + cos2 x. 

解 y =— siar(l + 2cosor), 

令: y' = 0，得0* =务7：或1= 2々7r±_(々= 0, 土 1，…）， 

又 ；y" = — co&r — 2cos2a-f 

/ 1 ,^ = (- 1)^-2 < 0 , 

/ 1:=2^兮 = y + i >o, 


所以，当了 = 妓时有极大值: y = (― 1 / + +, 

•当 a* = 2 >br 士孕时有极小值: y =— 


【1441】尸 d . 

1 + sin z x 

解 当 I = hdk = 0, 士 1，±2,…）时， siar 

大值：V = 10. 


0,函数有极 


当: r = = 0, 士 1，士2,…）时 | siar | = 1 函数 


有极小值: y = 5. 

K14421 v = 


arctarir — —ln(l +x 2 ). 


42? / l — X 

M y = w 

令:/ = 0, 解得 1=1. 

当 ：r<l 时，:/>0， 

当 :r>l 时，:/<0, 

所以，当 t = 1时，函数有极大值: y 


ln2, 
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114431 y = e J siar . 

解 y = e r ( siar + cos^r). 

令 3 / = 0 ,解得 

X = 2灸 7 T + 年， 

4 


或 

0 

又 


x = 2 kn + 


7 tz 

T 


(々= 0, 士 1，士 2,…）， 


y = 2 e z cosjt 

/ L -2^ < 0，/ L :2^ > 0 


所以，当 *r = 2々7 t +_ 时•有极大值 : y = ^ e 2 ^(k 


0, 士 1，…）， 


当 : r = 2々7 r + 守时，有极小值 《 y = —争 2 ^^(々= 0, 士1，…) • 


【 1444 】尸丨工 [ 广 1 、 

解心<0时 

y =~xe i '~ x 、 y’ =— (x4 - l)e 广 1 . 

令：/ = 0,解得了 =_ 1•而 
当了 <_1 时， y >0. 

当 一l<x<0 时 ，:/ <0， 

所以当I =— 1时有极大值 J • 

又当 0<i<l 时， 

3 ； = are ^ 1 = (x 4- l ) e 「 1 > 0， 

所以当 t = 0时，有极小值: y = 0， '■ 

而当1时， 

y — xe 1 ’，)/ = (1 — .r)e i _r < 0 ， 

所以当 i = 1时有极大值: y= 1. 

求下列函数的最小值和最大值 （1445 〜 1449). 

【 1445 】 fix) = 2^ 在闭区间[—1;5]. 

解因为 / Cr) = 21是单调增加的函数，所以最小值 

m = min j\x) = /( — 1) = j ， 

-l^<5 乙 


§il ® 数 的极值，最大 ； i 和 g 小值 第二章一元函数的微分学 

^ r M w> n ■ 两 w 晒 ^ ■ ■■ _ m ■ ri ■ &T !»•■ >r I ,l_r^ •• 籲 _■ — 、 ■ ♦ 邊 mm 

M = max fix) = /(5) = 2 5 = 32. 

- io<5 

【 1446 】 fix) = j 2 -1t + 6 在闭区间 [—3;10]. 

解 /(j-) = 2:r — 4. 

令 / V) =0, 解得 《r = 26 [-3,10]. 

而 f(2) = 2 ，/(一 3) = 9 — 4 X (—3)+6 = 27 ， 

/(10) = 66， 

所以 m = min /(j) = 2, 

M = max fix) = 66. 

-3^<10 

- 【 1447 】 f(x) =| t 2 -3t + 2 I 在闭区间 [—10;10l 

解 令 :r° — 七 2 = 0. 

解得 Jc=ie [— 10 . 10 ] .r = 26 [— 10 , 10 ]. 

因为 ./D>0, 

所以 m = min f(j-) = 0. 

而当一 10<r<l 时， 

fix) = «r 2 — 3‘r+ 2, / / («r) = 2 j —3 < 0 ， 

当 1<j<2 时， 

f(x) =-(x z -3x + 2),/(x) =—(2x — 3), 

令 /U) = 0. :• 

解得 x = 

当 2<a < 10 时， 

/(j*) = x 2 ^ + 2 ,/ / (j*) = 2x — 3 > O t . • 

又 /(|)=|j'(-10) = 132 ， /(10) = 72, 

所以 M= 132. 

【 1448 】 /(.r) =i + 丄 在闭区间 [0.01; 100]. 

J " 

解 fix) = i-A. 

令 /Cr)=0, 

解得 X = 1 e [O.oi, 100 ] ，: r =— 1 磋 [ 0 . 01 ， 10 ]. 
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所以 


/(I) =2 ， /(0.01) = 1( 
/(100) = 100.01, 
m = 2 M= 100. 0L 


100 . 01 , 


【1449】 fix) 
解 f ( jr )=- 


5-4x 


在闭区间[一 1;1]. 


-4 r 


< 0 , 


所以 . fix ) 在[― 1 ， 1] 上是单调减少的，故 

m = /(I) = 1 M = /( — 1) = 3. 
求下列函数的下确界 (inf) 和上确界 ( sup ) (1450 
【1450】 / U )= xe <)0,r -在区间 ( 0 ,+ oo ). 
解 当 : r € (0, + cx >) 时， / Cr ) 〉0， 


1453). 


而 


lim /(x) 


0, 故 


得 


inf fix) = 0% 

0<x<+or 

/ Cr ) = (1- O . OLr ) 〆 01 、 
令 /( x ) =0, 
x = 100 ， 

当 0 < :r < 100 时，/ " Cr ) > 0， 


故 


^su^/(x) = /(100) 


100 


[14511 / Cr ) 


1 +* r + fi + … +€)，， 在区间 


+ °°). 


解 因为 / Cr ) =-^ e ^<0 Ue 10，+ oo ))， 


故 fix) 在 (0, +oo) 内单调 减少. 
所以 sup fix) = /(0) = 1， 


inf fix) 

• 0<J<+OO 

【1452】 fix )= 


lim /(x) 


1+ x 2 

1+x 4 


在区间 (0,+ oo ). 
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解 /(: r )> 0,且 lim fix ) = 0, 

J _ ■>" 

所以 inf j \ x ) ^= 0. 

• 00<- H » 

又 /(:) = 2 - 1 (1 (1 -工 〆 ) ，令/(:卜0, 

解得 x =- v 7^—1$(0，+ cxd)，:t = 0， • 

及 x = vV ^: i 6 : o , +°°)， 

而 /( o ) = 1， /( vV ^-1) = y ( l + y 2)» 

所以 0< s j ^ p ./ (x) = /( Vy 2- i)=y ( i +^). 

【1453】 f { oc ) = e —’ cosx 2 在区间 (一°°，+°°). 

解 f ( x ) =— 2 xe ( cosj : 2 + siar 2 ). 

令 fix ) = 0 •得 : r = 0 .及 

: =± v /^7 f . 


x =: t A J^kn + 气 (々= 0，1,2,…）， 

/(• r ) 在士^取最小值，在 i = 0 取最大值， 
所以 inf /(^) = /{±^) =_f e -々， 


sup /( x ) = /(0) = 1. 


【1454】 


确定函数/($) = ^| 


在区间 0：< f <+ oo 内的 


下确界与上确界，作出函数 Mix ), = 和 m ^ x>) = 

inf /($) 的图形. 

i<e< 批 

解因为 /( f )=~^^， 

令/(芒） = o •得 e =-3<= 1， 

当一① < e <— 3时， /( e ) < o , 
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当一 3<$<1 时，/^)>0， 

当 1 <$<+m 时•/ "( PCO . 

所以 /(—3) 为 /($) 的极小值,/(1)为/(6)的极大值，又 

lim /( c ) = 0. 

I 一入、 

于是•当■ — w 3时 , m ( x ) = /( — 3) =— 4"- 

D 

当 一 3 〈: r 1 时 J 

3 + r 

当 一 1 <C o * <；+ oc 时， / w ( j .) = 0. 

当 — 时， M ( I ) =/( l ) = J . 

当 l<a <+ oo 时， MU ) • 

川(了）及 M ( x ) 的图形分别为 1454 题图 1 及图 2 



1454题图1 1454题图2 

[1454. 1] 设 

M k — sup I f k, ix) I = 0, 1，2 … 

j 

若 /(:r) = e ’ ， 求 Mi ，％ 和 /Vf 2 . 

解 /( x ) = e < 1 = /(0) •所以 = 1，而 
/ ⑴ =- 2xe* r2 ， /’(x) = (lr 2 — 2)e r \ 
fU) =4jr(3-2x 2 )e^ 2 , 

当 一 oo < i <- 时, / 〃(: r ) > 0，/(了）增加 • 
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当 — V 音 


^/y 时， /( i ) < 0,/ Cr ) 减少. 


且 


j < j：<+oc 时， /( x ) > o 9 / U ) 增加 • 

lim f ( x ) — lim (— 2 xe )= 0 . 


,( - Vi) = V?’ 

所以 M 1 =/(-^/ l ) = 
同样，通过讨论 r ( a ) 可得 



， Wf) =4e 乂 . 


【1455】 求下列各序列的最 大项: 


⑴ 




hi = 1，2, …）； 


( 2 ) 




” + 10000 


(3) (n = 

解 （1) 设 /(. r ) 


(w = 1 ， 2""); 


i ， 2, …）. 




则 /( j -) 

令 / Cr ) =0, 解得 


(10 —>rln2) 

~~ Z r 

_ 10 
一 IG . 


当0<了<爲时，/ ^ r )〉。， 

当益<1<+%•时， /( x ) <0， 

从而 / U ) 在 x = g 处取到在 ( 0，+ oo ) 内的最大值.而 
14.所以最大项 
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13 10 14 1Q 15 10 ) _ 14 10 

2 13 ’ 2】 4 ’ 2 15 广 f 


(2) 设 /Cz) 二工 -^ooo 


则 




令 / Cr ) =0得0：= 10000•而当 0<: r < 10000时， / Cr )>0. 

当 10000 < I <+ oo 时，/ U ) < 0•所以， /(： r ) 在 : r = 10000 
处取到在 (0, + oo ) 内的最大值.故最大项为 


max 






+10000 


/( 10000 ) 


yiOQOO = 丄 

20000 ~ — 200 - 


(3) 设 /( i ) = j Cr >0)， 

则 fix) = j - 2 ( l - lar ). 

令 /(工）= 0得： r = e . 

当 0 < 0 ：< 6 时，/ " Cr ) >0;当 e < i <+ oo 时 j\x) <0 
所以 / Cr ) 在 : r = e 处取到在 (0，+ oo ) 内的最大值.故最大项为 
max{^}= max{^3,y2} = V^3. 

【14561° 证明下列不 等式： 

.(1) I 3 x - x 3 |<2 当 U |<2; 

(2) 2FT<x^ + (l-xy <1 若 0<:r<l 且/ >>1; 


(3) x m {a~x) n ^ 



(m + n )^ 


若 m >0， r ?〉0 且 

(4) X ^ A a ^ 7x n +a n + >0 ， “>0 ，， z> 1); 

27 


(5) I asirir+ 6 cosj* v a 2 + fe 2 . 
证 （ 1) 设 /(:r) = 3x-x 3 . 

则 fix 、 =3( l - x 2 ), 

令/ =0, 解得： r =士1 6 [-2,2], 


故 


§1 K 函数的极值，最大值和最小值 



min f(x) = 2)，/(— 1),/(1)，/(2)} 

2< r <2 

= /(- l ) =-2， 

max fix') = max {/(— 2) ， /(— 1) ， /( l ),/(2)} 

-2< j <2 

= /( l ) =2， 

即当 一 2< j :<2 时， 一 2</ Cr ) <2. 因此 

I 3 x — x 3 1 ^ 2. • 

(2) 设 / Cr ) = x PJ ra - xY . 

贝 |J f (x) — px^ — pci—x )^ 1 , • 

令 / "(:r) = 0, 解得 :r = Y 6 [0,1], 


故 = min{/(0)，/( + ) ， /(l) } 

= /(|)=2^. 

max/(x) = max{/(0)，/( + ) ， /(l) 丨 =1. 
W 此，当 0<x<l 时， 

▲ </ + (1-工)，<1. 

(3) 设 /(x) =^(a-x)\ 

则 / / (x) = x^ -1 (a — x)^ \_Tna — (m + n)a :]， 

令 /Cr) =0 得 


X 


m 十 n 


6 [0， a ]， 


所以 


max /( x ) 

0 <^<a 


max 


卜， ， ㈣ )， 


r l rna 、— ( ma \ m f ma 
f \m+n)~ \m-\-n) \ a m+n) 


m n 


(m + n) 


因此，当 0<:r<a 时， 
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(4) 设/⑴ 




/⑴ 


（广 1 


〜 J … (x + ay (^+ a n ) 

令 / "(j) = 0, 得 : r = I 

当 0< i<fl 时, /( i )<0， 

当“<工<+00时， /( x ) >0， 


所以/⑷ 




为 /(X) 在 （ 0 ， +OQ) 内的最小值，又 


所以 


lim f(x) — lim fix) 


/(x) 



即当 0<.r<+oo 时， 


1 + 

,fLA ^ T 丄，， ^ 1 


由于 : r + a>0 , 因此 


•J +a ^ 
*2^ ^ 


f x n +a rt < j + a. 


(5)asiar + 6cosx = /a 2 + 6 2 sinCx + y ) ， 

其中 cos < p = y ^¥ 

所以 I asinr + 6cosx | = Va 2 +1/ | sin( j + (p) \ 

< 7 a 2 + b T . 

【 M56.1 】 证明不等式： 




? T 7 T 1^ 2 00 〈工 <+ 


证设 fix) 
fix )= 


x 2 + l 
* 2 +x+l 


別 J 、一 （？+ 工+1”， 

♦ f {工 、 = 0 得 j : =士 1. 
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当 一 oo < I <— 1 时， / Cr ) > 0, 

当 一 1< x <1 时， / Cr )<0, 

当 lO <+ oo 时 / Cr )> 0 . 

所以 / Cr ) 在: r =— 1处有极大值 /( 一 1) = 2;在: r = 1处有 
极小值/(1) = |，又 

lim fix ') = lim fix ) = 1, 

oo 

费 

所以 sup j \ x ) = 2, inf fix ) = 善， 

-w<jr<Koo -«>0<+-» O 

所以 

【1457】求多项式 

Pix ) = x ( x — l) 2 (x + 2)» 

在闭区间[一 2,1] 上“与零的差”，亦即求出 

Ep= -^ lPU)i 
解 p\ x ) = 2U-1)(2 x 2 +2x-1). 

令 f ^ Cr ) = 0,解得 

■r= 1 e C- 2 ,i] x = e [~ 2 ,i], 

• •參 

所以 E p = max{|P(-2)|，| 尸 (1)| ， p (~ 1 ~^) ， 

= 尸 ( -U ) = 9+173 _ 

[1458] 应怎样选择系数 g ， 使多项式 

P ( x ) = j ? + g ， 

在闭区间[一 1,1] 上与零的差最小，亦即 

E P = ^ P， l I P(:) 1 == min. 

解 P \ x ) = 2x . 

令. 〆 (: r ) =0,得 o : = 0. 




吉米多维奇数学分析 习题全解( 二) 

所以 E p = max{ |P(-1)M P(0) | ， I P(l〉I } 

=max{ I l+y| ，丨 g| }• 

当 I 9 1 = I 1 +<7 I 时，最小，解之得 g =—y. 

【1459】数 

△ = sup I f ix ) — g ( jr ) I • 

称作函数 /&) 与 g(x) 在闭区间 b，6] 上的绝 对差. 求函数 fix ) 
=x 2 与 ^( x) = r 3 在闭区间 [0，1] 的绝对差. 

【1459】解 设 F(:r) = /( j )— 只 ( a) = J 2 — a 3 . 

则 F \ x ) =2 x -3 x 2 . 

令〆 Cr) =0,解之得 

x = oe [0，1] 及 x = | e [0，1]. 

所以 △ = sup 丨 Fix ) | 

- 

-maxj|F(0)U 尸(音） ,| F (1)| [ 



【1460】在闭区间[々，々]上用线性函数 gU ) = ( x ： + 
x 2 Xr+6 近似地替代函数/&)=/，使得函数/(I)和 W.r). 的绝 
对差(参阅前题）最小，并求出这个最小的绝对差. 

解设 

Fix ) = fix ) — gix ) = x 2 — [( j-j - x 2 )x + b \ 

则 F \ x ) = Zx - U ^ xz ). 


令〆 (i) = 0 得: r 


JC\ +x 2 


，于是 


=max"F (: Ti) I ， I F(jt 2 ) I ， ) J 

~ maxi I j-jx? +6| , ^ X] \ X2 ^ — i~6 


要 △ 最小，需 
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函数的极值•最大值和最小值 I 第二章一元函数的微分学 

解之得6 =— + x ? +6 x , jt 2 ). 

此时 g ( x ) = ( X ] -\- X 2 )x — ^( x \ + X 2 + 6 xi Xz ), 

而最小的绝对差为厶 =- x 2 )-\ 

114611 求函数 /(: r ) = max {2 | x 丨，丨 1 +j |} 的最小值. 
解 ： y = 2丨 x 丨 及 jy = | 1 + jt | 的图形如1461题图所示，它 

们的交点为 A 卜 j ， B ( 1 ， 2 ) . 
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••麵 4 »IW ■•麵 —■■■ _ ■_ 、 ■_ ■藝 i Tim _ i _1 麵 ■!■■■ 

【1462】^ 3 -6^+9^~10 = 0. 

解 设 / Cr ) =: r 3 —6/+^—10. 

则 f ( x ) 为(一+ ~)内的连续函数.且有 
/( x ) = 3: r 2 — 12 j : + 9， 

令 / Cr ) =0解 之得： r = 1，及 : r = 3. 

当一⑺ < i <1 时 ./ Cr ) >0,且 

lim /( X ) =— oo ,/( l ) =— 6 < 0. 

to • 

故在(一 oo ， l ) 内，方程无实根. 

当1<1<3时， /(x)<0, 所以在(1，3)内方程也无实根. 
当3 < :r <+oo 时， /Cr) > 0•且 

/(3) =— 10<0, lim fix ) =+ oo . 

■^參 +OC 

故在 (3, + oo ) 内方程有且仅有一实根. 

总之，方程: r 3 —6?+9:r —10 = 0有且仅有一实稂，这一实根 
在 (3, +co) 内. 

【14631 x z — 3- r 2 — 9 jt + /i = 0. 

解 设 f ( x ) = j 3 — 3 X 2 — 9 x + / i . 

则 f ( x ) = 3 j 2 -6 x -9, 

令/=0得驻点0*=—1，及 < 1： = 3. 

由于 /(—1) = 5+ A ，/(3) =-27 + *， 

lim /(x) =—oo, lim f ( x ) =+ co # 

X oa J^+oc 

故当 / i <—5 时， 

/(- l )<0，/(3)<0, 

且，当 :r 6 (~ oo ，_ 1) 时，/ " Cr ) > 0 ， 

当 : re (― 1,3) 时, / Cr ) <0, 

当: r e (3, +的）时，/ ^Cr) > 0,因此，方程有且仅有一实根 
位于 (3，+oo) 内._ 

当 一 5 < A < 27时，/(一 1) > 0,/(3) < 0,/( x ) 的符号变 
化 同上. 

于是，方程有三个实根分别位于（一^， 一 1)，（一 1,3) 及 
(3, +内； 


§ n •函数的极值•最大值和最小值 第二章一元函数的微分学 


当 /i > 27 时 /(3) >0,/ (- 1) >0. 

因此，方程有且仅有一实根,这一实根位于(一〜，一 1) 内； 

当/^ =一 5 时，方程有一个二重实根 I =一 1及另外一个实根 
位于 (3，+ oo ) 内； 

当 h = 27 时，方程有一个二重实根 : r = 3及另外一实根位于 
(―—1)内. 

【1464】 3/ — 4:r 3 - 6/ 十 12 工 - 20 = 0. 

解 设 /( 了 ）= 3/ — 4? — 6P + 12:r — 20. 

则 /U) = 12/ _ 12x 2 -12x+12 

= 12(^-l) 2 (x + l). 

令 /(jt) = 0, 得驻点 :r =± 1 ， 

由于 lim f\x) =+ oo% lim /(x) —+°°5 

.r-^—cc" •• 7^—"oo 

/(- 1) =-31 < 0,/(l) =- 15 < 0 ， 

并且，当了 6 (-oo,-l) 时， /^ 了） <0 ， 

当 ： re (― l ， +co) 时， / "(dX )， 

因此，方程有两实根 . 分别位于 ( 一 oo, _ 1) 及(一 1， + oo) 内 . 
114651 x 5 — 5x = a. 

解设 /(:r) = :r 5 — 5 工一 a. 

则 /’Cr) = 5(a:* l -i) = 5(a 2 + l)(ar 2 -l). . 

令 / "(jr) = 0, 得驻点 :r =士 1. 

由于 

• • 

lim f(jr) =—oo, lim fix) =+oo ， 

/( — 1) = 4 — a ♦ /(1) =— A—a. 

当一① <:r<—1 时 , /(x) >0 ， 

当一 1<i<1 时， /(:r)<0 ， 

当 l <* r <+ co 时， / Cr )>0， 

故当 a <— 4时 /(— 1) > 0，/(1) > 0， 

因此，方程有且仅有一实根，这一实根位于(一 一 1) 内. 

当一 4<a<4 时， 

/(- 1 )> 0 ,/( 1 )< 0 . 
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吉 米多维奇 数学分析 习题全解 ( 二) 

此时，方程有三个实根,它们分别位于(一 co , — 1 ) 、 (一 1,1 ) 及 ( 1, 
+ 00) 内； 

当 Ci >4 时， 

/(- 1 )< 0 ， /(- 1)<0 

因此，方程有且仅有一实根，这一实根位于(1，+〜） 内. 

【1466】 lor = fer . 

解 当 A = 0时，方程显然仅有一实根 《r = 1 ， 因此,不妨设々 
>0,令 

/( x ) = \ iu ： — kx (x > 0). 

则 f ( x ) 二丄一走， 

oc 

令 / Cr )=0 得驻点为 

: r = (k > 0). 

R 

由于 /’( JT ) =一会 <0， 

故曲线始终呈凹状. 

当 : re (0,士)时， / Cr >>0， . 

当(士， + oo ) 时, / Cr )<0, 

又，(士 h ln { -1 ， 

故当& > +时， /( 士)< 0此时方程无根. 

当0<&< +时， /( 士)>0, 

而 \ imf ( x ) =— 00 lim fix ) =— oo ， 

0^40 JT-^fcO 

因此，方程有两个实根,分别位于( 0 ，士)和(1，+°°)内； 

当 _«)< A <0 时， 

lim /( x ) =— oo f /( l ) =—々>0， 
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sn - 函数的极值.最大值和最小值 第二章一元函数的微分学琴 

， ■、 ■■ ■■■■■■ ■■■■■ — MM — C— W 州 ——： 

/ (. x ) =丄一灸〉0， 

JT 

因此，方程有且仅有一实根位于(0，1) 内. 

H4671 e x = ax z . 

解当 a < 0时，方程显然无解.故不妨设 a > 0对于函数 
/(x) = e J — or 2 有 /(0) = 1 > 0 及 lim fix ) =一 °°，所以在 

(— 00 , 0 ) 内方程 fix ) = 0至少有一实根 • 

又当 一 00<1<0时， 

/(x) = e J -2or >0, 

所以， fix ) =0在 (一03,0) 内只有唯一的 实根. 

当 I > 0 时，方程 f = or 2 可转化为方程 

x = Ina + 2 Iar (x > 0 ,a > 0). 

设 gix ) = x — \na — 2lar ， 

则 = 1 — — ♦ 

00 

令 g Cr ) = 0 得 : r = 2， 

当 0 O <2 时 ，〆 Cr )<0， 

当 2<: c <+ oo 时， 〆 Cr ) >0， 

所以公 (2) = ln£ 为极小值，又 

limg(x) =+oo, Umg ( x ) =+oo, 

因此，当 g ( 2 ) > 0,即 0 < a < ^ •时. g ( ar ) = 0 无根. 

当 g ( 2 ) = 0 时，即 = t 时 9 g ( x ) = 0 有唯一 的根. 

当 g ( 2 )< 0 时 ， g (: r ) = 0 有两个根,它们分别位于 (0,2) 及 
(2，+ oo ) 内. 

综上所述，方程 f = or 2 的实根情况 如下： 

当时，无实根. 

当0 < a <誓时，有唯一实根.它位于(一 od ，0) 内. 

4 
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当 = f 时，有两个实根，一个根为 2, 另一根位于 
(-00,0) 内. 

当 f <+°°时，有三个实根，分别位于 (_ m ，0)，（0,2) 

及(2, + 00 ) .内. 

【1468】 sin 3 j - • cosx = a ,0 ^ x ^ 7 ：. 

解当 a = 0 时，方程显然有三个实根 . x = 0,|,7 t . 

因此，不妨设 a #0•令 f ( x ) = sin 3 xcos 2 j ： — a . 

贝 lj f ( x ) = 3 sin 2 xcos 2 x — sin 4 x ， 

令 / Cr ) =0 得 (0, tt ) 内的驻点为 *r = | •，事 
由于 /(!)="#-- 

/(0) = f ( n ) =— a . 

当 ： r € ( 0 ， f)U ( y ， tt ) 时， /"( x ) > 0， 

当^6 (号，夸)时，/^工) < 0， 

所以，当 0 <|a |<¥时，方程有两个实根位于 (0,7 C ) 内. 

当 la 时，方程无实根. 

【1469 】 chr = ho . 

解设 /( x ) = cha — ka \ 

则 / / ( x ) = s\xr — k 9 
令 fix') = 0,得唯一驻点 jt 。. 它满足6 = skr 0 . 

而 fix ') = chx > 0,故曲线图形呈凹状，且在 工=工 0 取到最 
小值，显然有 
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§11. $数 的极值.最大值和最小值 I 第二章一元函数的微分学. 
lim j \ x ) = lim /( x ) =+ °°，因此，我们只需考虑 

： r^ —» ， ■•+« 

/( X 。） 的符号•而 

/( x 0 ) = chr 0 一 ^To = cKr 0 — x 0 sKr 0 . 

先设々>0,则 x。>0, 则引进辅助函数 

g ( x ) = cKz — xsKr. 

方程 g (: r ) = 0,即 cthx = x 的有唯一正根 iy ^ 1. 2. 

事实上，由于 

g ’（: r ) =— a'dir <0 (jc > 0). 

故 g(.r) 在[0, +oo) 上严格单调下降，且 
g(0) = 1 >0, lim g(x) =一00， 

j^4oc 

故 gU ) = 0在[0, + oo ) 上有唯一正根 7 . 

若々> sh 7 •即 shxo > shrj . 由于 shx 是严格增加的，故必有 X 0 

> 从而，由 H ( x ) 的单调递减性有 

/( jo ) = chj 0 — Xo sKr ,, < chr /— r / shr / = 0, 

因此，方程有两个实根.又由于 

/( 0 ) = 1 > 0 , 

f ( rj ) = chr ] — krj <. chrj — rjshrj — 0. 

故两根分别位于 (0，;;)，（7,+ oo ) 内. 

若 k = sh”， 抑 J shx 0 = sh 乎从而: To = 7 ， 

因此 / Cr 。） = 0 ,此时方程 / Cr ) = 0 恰有一实根: r 0 . 

若 0 < k 〈 shiy， 则 sKr 0 < shy 从而: r。 < ▽• 因此 

/(xj) = chz 0 — x 0 skr 0 > ch ^— 沪 = 0， 

故方程无实根. 

若是 = 0,显然方程 fix ) = 0无实根 • 

若々<0,则可令: r=—/， 于是原方程变为 

ch^ =— kt (― k > 0). 

根据上面的讨论，可知当一々> sh 7 时，原方程有两根，分位于 
(— TfyO ) 及 (_OG，一 ”）内. 

当一々= sh々 时，原方程有唯 一 的实根一7- 
当0 <— A < sh)； 时，原方程无实根. 
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i 吉米多维奇数学分析习题全解 (二 ） t • _ 

综上所述，我们有 

若 M I > sh 7 ，方程有两实根. 

•若 U 卜 sh 7 ，方程只有一实根. 

若 M l < sh 7 ，方程无实根. 

【 1470 】 向在什么条件下方程 
a: 3 + /u，+ y = 0 ， 

有：（1) •一个实根；_(2)三个 实根； 

在甲面 (p，7) 上描绘出相应的域. 

解设 fix ) ^ + /XT + $ 

则 /(x) = 3x 2 +/>. 

若 p > 0,则 f \ x ) >0 ix 丰 ()•) •故 /( t ) 在(一 oo , + oo ) 内 
严格增加，且 lim fix ) =— oc , lim f(j ) =+ oo •故 /(: r ) = 0 有 

唯一实根. 

若/ >< 0 ，令/ / ( 1 ) = 0,解得: ^ =-H ， x 2 ~ ， 

/(•T) 在(一 OO，：^) 和[1 2 .+00)上严格 增加. 而在 [A，JT 2 ] 
上 fu ) 严格减小 

因此，若 /( x ,) • /(. r 2 ) > 0,则方程 /(. r ) = 0仅有一个实根. 

• 若 /( x , ) > 0，/ U 2 ) < 0,则方程 fCr ) = 0有三个实根 • 

由于 f ( x x ) =号 H - 、 q ， 

/Cr2 〉 

故 /Ui )/Cr 2 ) > 0 等价于 f + g>0. 

此即方程仅有一实根的条件 (p > 0 的情形可合并到此条件 中〉， 

若手+赛 < 0,则方程有三个实根. 

若 = 0,则方程有一个二®实根及一个单实根.此 时， 
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§ I 2 。 依 据函数的特征点作函数图形 第二章一元函数的微分学 

也可认为方程有三个实根. 

如1470图所示. 



曲线 f + _ = 0的下方(含曲线）是方程有三个实根的 ( pw ) 

域，以阴影部分表示.而曲线的 h 方则是方程仅有一实根的 ( p ， g ) 
域，图中非阴影部分. 

§12. 依据函数的特征点作函数图形 

为了作出函数 ：y = / Cr ) 的图形，必 须： 

(1) 确定这个函数的存在域并研究函数在边界点上的 性质； 

(2) 査明图形的对称性与周 期性； 

(3) 求出函数的不连续点与连续 区间； 

(4) 确定函数零点与同号 区间； 

(5) 求出极值点并查明函数递增和递减的区 间； 

(6) 确定拐点及函数图形凸凹的 区间； 

(7) 如果有渐近线存在，则求出渐 近线； 

(8) 指出函数图形的各种特性，个别情况下可简化总图. 

标有 （* ) 号的习题中，要近似地求出拐点. 

作出下列各函数的图形 (1471 〜 1530). 

【1471】 ^ = 3 x - x 3 . 

解 3/ = 3-3了 2 ,令/ = 0得1=土1，/=—6了，令/ = 





吉米多维奇数学分析习题全解 (二) 



列表 


■圍觀篇篇 ■ 


极小值 


拐点 


极大值 


y L=-1 I 


当 : r = 0，± y ^ 时 ， ：y = 0. 

图形关于原点对称，如 1471 题图所 



1471睡图 1472题图 

注: 表示单调增加,表示单调减小，表示凹，“ 

表示凸. 

【1472】 ：y = 1+ x 2 

解 y = 2 x —2 x 3 . 

令:/ = 0 得: r = 0 及工=士1， 

/=2-6， 

令/ = 0得: T =±古图形关于 Qy 轴对称. 

当 x =± V 1 +*/3 々dr 1. 65时， jy = 0. 
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§12 - 依据函数的特征点作函数图形 I 第二章一元函数的微分学 
列表 


1 

麵 

■ 

on 

1 

71 

■ 

■ 





n 

wm 



^9 

團 


D 


wm 

B 

■ 



KB 

极小值 


拐点 

EB 

极大值: 



当 ： r = 0 时，》==1; 


\U 一 1 n-f 23 

^ —云时 ，尸 IV 


当 T =士 1时 ， j =音. 

如1472题图所示 

114731 y=(jc+l)(x-2) 2 . 

解 y = 3 x(x —2). 

令 3 / = 0得 :r = 0, 及 :r = 2， 


令 / = 0得 : r = 1. 
列表 


B 

(— oo t 0) 

■ 


■ 


■ 



n 



B 

■ 




■ 



O 

D 



B 


极大值 


拐点 





当 :r = 0 时 ，： y = 4;当 x = 1 时，3^=2; 

当 ： r =— 1，或2时 ， y = ( X 如1473题图所示. 


【叫尸辕 

解图形 关于化 轴对称 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二) 




1473题图 

_ 2 x ( x A — 4 x 2 — 1 ) 
- (1+x 4 ) 2 ^ 


1474题图 


令 = 0，得0： = 0及了 =士 v 2 +Vf 义士 2. 05， 

"—— 2(3x B - 20x1- 12x 4 + 12xL+l) 

> — (1+ x 4 ) 3 • 

令/ = 0得: r =士 2. 67及士 0. 77. 经判别知它们为拐点.又 

/ L=o =— 2 <0. 

故此时有极大值 : y = 2， 

y L -± y2 ^ > o . 


故有极小值: y = l —令. 


0,故 : y = 0 为渐近线. 


又 limy = 0,故 y = 0 

当 o ： =士7^ 时 ，: y 
如1474题图所示 


【1475. 


x 2 -l 
x 2 — 5 x + 6 


解当 *r =土1 时， y = 0,渐近线 :r = 2 ,x 

f _ — 5x 2 + 14x — 5 
^ = (x 2 -5x + 6 ) 2 ， 

” 2(5x 3 -21x 2 -f 15a: + 17) 


(x z —5x + 6) 3 
令 3/ = 0 得: r % 0. 42,及 x ^ 2 . 38. 
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■ 依据函数的特征点作函数图形 I 第二章--元函数的微分学 
令：/ = 0得 : r 0. 586. 

经判别 知 :: V Uo .42 0 . 20为极小值 . y U 2 .38 义一19. 80为 

• • 

极大值 :r ^-0. 586，： y 义 一 0. 07为拐点 • 



1475题图 


1476题图 


[1476- 


0 ， j - =— Ijx 


-- （ l +* r )( l—W 

# 

解当 :r = 0 时 ， jy = 0 ,渐近线 y = =—lyX = 1 , 

/_ 2^+x-fl • 

y " (l+d 2 (l-a:) 3 ’ 

//_ 2(3 j: 3 十 3 x 2 +5: r + l ) 
y — — (r+x) 3 (i-x ) 4 ， 

y = 0 无实根.故无极值点，令/ h 0 得 T 义一 (X 22 ，经判别知它 
为拐点，此时 ： y =— 0 . 20 ; 

当: r <— l 时， 3 / > 0 ,曲线 上升； 

当 一 l < r < l 时, 3 /> 0 ,曲线 上升； 

当 o :> l 时，:/> 0 ,曲线下降 • 

如1476 题图. 


【1477 】 y 

解当 x 


(1+x) 3- 

0 时 ， jy = 0 ,垂直渐近线 : r =一 1 ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 


lim ^ = lim 




lim(y — x) ~ lim 


人 


一 j( 1 +>r) 3 
(1+x) 3 ~ 


一 3% 


所以曲线有斜渐近 线 :: y = 

/ _ x 3 (x + 4) 
y — n+j -) 1 - 

令 ：/ = 0 得: r = 0,及 :r = 

" 12 x 2 

>， =( TT ^- 


:r — 3, 


-4, 


■■■■I 












§12. 依据函数的特征点作函数图形 | 第二章一元 函数的 微分学 

【 1478 】尸 ( 择 ^ 

解当: r =— 1时 ，: y = 0,垂直渐近线 o：= 1，又 
limy = 1, 

故: y = l 为曲线的水平渐近线. . 

/ _ 8(1+工） 3 

^ = (卜泞 ， • 

令 y = 0 得了 仫 

//_ 16(. r + l) 2 (x + 4) 

J = ■― ， 


令 y/ = o 得 j： =— 1 及 z =— 4. 
列表 




D 


B 


mm 






D 


不存在 






D 


不存在 i 

i 




拐点 


极小值 


小‘连续 



当2 =— 4时，: y =晶，当 I = 一 1 时， J = 0. 


当 : r 二0时 ， y = 1. 
如1478题图所示 


【14791 


x 2 (X — 1 ) 
尸 77TTF : 


解当I = 0，1 时， J = 0,垂直渐近线为 X=-U 


又 


Iim ^ 


l，b = Iim (^ — x ) =— 3 


所以 y = x — 3 为曲线的斜渐近线 

x ( x 2 + 3 x — 2) 


y 


Cr + l ) 


令/ = 0得了 = 0及 
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吉米多维裔数学分析习题全解 (二) 


IOj-2 

(x+1) 4- 


— 3 士 y/VI // 

o y 


% 

令 / = 0 得 .r = 
列表 


1 

■ 

■ 

■ 

B 

■ 

■ 

■ 

B 

■ 


■ 






■ 






S 









D 


■a 



ra 

极大值 

EB 


EB 



拐点 

B 9 

极小值 

m 


.当 : r =— ^-3.56 时，有极大值 : y 义 一 8. 82, 

当 x = 0 时，有极大值 : y = 0. 


当 : r = -^~ 3 ^0. 56时，极小值 : y 义一 0. 06. 



如1479题图所示. 










依据函数的特征点作函数图形 第二簦一元函数的微分学 


【 1480 】 


解 


( 1 - 

0时 .3 =0 •垂直渐近线 


-l,x= 1，又 


limy 


’ (1 


V 


- o . 


所以 = 0, 为曲线的水平渐近线. 

函数为奇函数，图形关于原点对称 

/ — 3，° + 1 

^ = 7T 二 • 

y = 0无实稂，无极值点 

一 12iCr 2 + l) 

> _ (l-f): ， 

令 v" = 0得 i = 0. 

列表 



■篇篇篇_ 


不存在 


不连续 / 


不存在 


不存在 


拐点 / 一 不连续 



如1480题图所示. 


【 1481】 y 


Cr+1) 3 

(x-1) 2 


解 了=一1 时，: y = 0, 

垂直渐近线 1=1， 

lim 2 = 1, 

X 

% 

l\m(y — x) = lim 


(x + l) 3 -x(x-l) 2 


(x-l) 


所以 3； = x + 5 为曲线的斜渐近线 

• — (x+l) 2 (x-5) 

一 (x-l ) 3 • 


y 
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吉米多维奇数学分析习题 全解 (二) 

■ 珩 ■ ， — Ma—i _ ■ n ^mm —a— me—^ 

令:/ = 0 得 1=一1，及 ：r = 5， 

"— 24 (了 + 1) 

^ = 7^1厂， 

令 V " = 0得: r =—1. 

列表 








12. 依据函数的特征点作函数图形 i 第二章一元函数的微分学 

_一 ■ ^ • 1 ■ ■ T—g—— 1 剛 ■ 及 I ■ . . ■_■■_■ ■■■■■_■ —M^i——r^—r-^— 

/ _ jt 6 +4 r 3 - 21 r 2 
^ = (^+1) 2 ， 

"_ - 6 j 5 十96工 4 + 12 x 2 - 48 x 

y — (x s + iy • 

令 y = 0，得：|' = 0，1 = 2及了 2. 4. 

/ I,.2 > 0,故当: r = 2 时有极小值 ） = 2音， 

/ l .r=-2.4 < 0,故当 .o 2. 4时有极大值: y 々一 3, 2， 
x = 0为 拐点. 

又 ： v " I 户音 < 0,夕’’ L =1 > 0， 

故在^，1 ) 内还有一拐点 
如1482题图所示. 

【刚】 尸南- 普+击. 

解图形关于（知轴对称且 I =土_〜士 0. 79 时,: y = 0 

垂直渐近线 : r = — 1 ，x = 0 ，.r = 1，又 limy = 0 ，所以， 3 , = 0 为 

曲线的水平渐近线. 

•二 4(8 y - l ( Xr 2 + 5) • 

^ 3 x 3 ( l - x 2 ) 2 ’ 

y = o 无实根.所以无极值点 

" = 4(24/ -42 x 4 +45: r 2 - ]5) 

^ 3^(1- X 2 ) 3 , 


令 / = 0解得了 =土^ &士 0. 71. 
列表 
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吉米 多维奇数 学分析习题全解(二) 
如1483题图所示. 




择定 义域: [0,+加） 

春 

与 ： r = 0，:r = 3 时 ，; y = 0 
，— 3(r-l) 

》 — 2 7T . 

= 0得: r = 1. 此时 y =— 2. 
y f = ^~^>0U>0). 

A rr ^ ^ 





如1484题图所示. 


极小值 







12. 依据函数的特征点作函数图形 


当 : r = 0, 土 ^时 ，; y == 0,图形关于坐标轴及坐标原点对称. 

下面就第一象限讨论 

/_2(4- x 2 ) 

-^ ' 7 ^* 

令: y ’ = 0得 ： r = 2， 

1x(,0^ - 12 ) 

^ — (8-x 2 )i . 

令:/= 0 得工= 2 乃及0 ： = 0.0： = 2 V 3 不在定义域内 • ' 

对于 x = 0,如果将曲线由第三象限穿向第一象限看成一分 
支曲线的话，则也可理解为拐点. 

当0<0：<2时， : />0,当2<： 1 ：<27^时：/<0， 

故当0： = 2时，有极大值 : y = 4. 

利用对称性，可作出位于其它象限的曲线. 

如1485题图所示. 
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舍米攤奇数学分析习■全解(二 ）1 

/ _ 2x+l 

^ ~(5TT)I- 

令= Ot 得工此时 : y =—75 ^— 2. 24, 

" 一— \ x 2 + 3 :r — 2 

^ ~~ U 2 + i)i ." 

令/ = 0 ,得 


即 



3+yii 

8 





3 — V ~\\ 
8^ 


^ 0. 42. 


列表 


1 




B 


B 







mm 

n 

B 





n 


D 


■ 


丨拐点 

wsm 

极小值 


拐点 



如 1485. 1题图所示. 


【1486】： y =士 VXr - l ) Cr -2)( o ：-3). 
解 定义域为 [ l ，2] U [3，+~). 

当: r = 1，2,3时 ， y = 0. 

图形关于 Qr 轴对称.下面就第一象限讨论 

/ __ 3 x 2 — 12 x + 11_ 

^ 2 V (x — 1)( a : — 2 )(x — 3) 


令《/ = 0得 《r = 6 ^ ^ L 42, 

经判别，此时有极大值 y = jyi 2^0. 62. 
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y < 0,故无拐点.曲线呈凸状，当 ：c > 3时，:/ > 0,曲线上 
升.如1486题图所示. 



1486題图 1487潁图 

【 1487 *】 y = — X 2 — ar + l. 

解 当 J ： =土 1 时， jy = 0, 当 or = 0 时，1，又 

lim 2 = 1 ， 

X 

limC^y —x) = lim(^ x 3 —j^+x + 1—x) 



所以 : y = i _ + 为曲线的渐近线 


3 x 2 - 2 x — 1 



令: y ’ = 0 得 *r =一 音及 : r = 1. 

当 X =士 1 时 ， y = 00， 

〃 = _ 丑_1_ 

^ — 9 Cr—1)+Cr+1)* 

当 X =土 1 时:/ = OO . 

列表： 
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B 


■ 

SBB 

B 






■ 


■a 

■ 

D 

■ 


- -- r 

+ i 

B 



■ 



B 

卜 \ 

拐点 


极大值 

! 

极小值 

fm 


当 


X 




"3 


时，& 1. 06•如 1487题图. 


【 1488 】尸 Y^-Y^Tl. 

解图形关于 Qy 轴对称 
， = 2 Cr 2 + l)U 

3 JT*3 (x 2 + 1)^ 


y = 0无实根 • 

y lx—o 
y I x=+o 


+ 


2 (^ + 1)3 +(3-x 2 )j3 

9 x ^ C ^ + l )^ 


< 0 , 


故曲线呈凸状.又 lim：y = 0,故 ：y = 0为曲线渐 近线. 

• r - M ) 

列表 


X 

(—OO t 0) 

o | 

(0,+OO> 

, ! 
7 i 

— 

不存在 

+ 

y 

— 

不存在 

一 

y 


极小值 



当 i = 0 ,；y =— 1•如 1488 题图. 










§12, 依据函数的特征点作函数图形 | 第二^ 一元函数的微劳学 



解函数为奇函数，图形关于坐标原点对称. 

当 X = 0时 ， j = 0,又 lim：y = 0,所以 : y = 0为曲线的渐近线 

j^oo 

_ 

y = 1 (x-2)i-(j ： + 2)^ 

3 (x + 2)3( x -2)3 

y = 0 无实根 • 

当 :r =士 2 时 ， y = oo 

”二 1 (j ： + 2)+—Cr — 2) + 
y ~ 9 (x + 2)^(x-2)^ 


令: y " = 0,得 : r = 0. 
列表 


H 


m 


m 

MM 

mm 


6 



mm 

B 

■a 

■ 

B 

B 



■ 

n 

mm 


B 



最小值 


捞点 

— 

最大值 



当 :r =— 2 时， 3 ; =— vT6t 

当: r = 2 时，: y = 为瓦如 1489 題所示 • 
114901 y = (x + l)3+U-1)3. 

解函数为偶函数，图形关于 Qy 轴对称 
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y 


"(X-1)3 +(g; + l)3" 
- (X+1)3(X-1)3 . 


令:/ = 0 得: r = 0. 
当 ：r = 士 1 时，； >/ 


= oo 


W 1 

y 


9 


Ux+1)3 (x-l)^. 


<0 


曲线始终呈凸状.当 ：T = 士 1 时，: y 取最小值奸. 


当 ： r = 0,有极大值 : y = 2. 
如1490题图所示. 



♦少 



1491題图 


解函数为奇函数,图形关于坐标原点对称. 
当 : r = 0时 ， J = 0,垂直渐近线 a : =土 1， 


x 2 -3 

3( x 2 -1)3 


令 3 /= 0 得工=士乃, 
// 2 x (^ - 9) 

V =- T 

9 (^- 1)3 
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m 依据函数的特征点作函数图形 I _二章〜—元函数__ 


令;/’ = 0得工= 0,及: r =士 3. 
列表 


H 


D 


□ 


WM 


D 


D 







D 

D 


1 

n 



B 

D 

D 

n 

D 


H 


拐点 




^31 


拐点 



当^士佩尸士. 1 . 38 . 


当 了 =士 3时，: y =土 1 音. 

如1491题图所示. 

【 1492 】尸 

解存 在域： M>1 图形关于 Qy 轴对称，且: y>0 即图形 
在 Qr 轴的上方，又 


}izi = b^( y ~i x ) = ° 9 


lim 


f = 一如 如 ) =0 , 


所以 : y =士+1为曲线的渐近线 

_ 2 x 5 — 3 j 2 + 2 x 

y ~ (2 x 2 - d 2 y ^ f 9 

//_- 12j 6 + 18x 5 -6j: 4 -9x 3 4 - 12x 2 — 6x + 2 

^ 一 （ 2X 2 —l) 3 Cr 2 -l)i . 

当 x > 1 时，:/ > 0,/ < 0. 故当 x > 1 时，曲线上升呈凸状 
当=± 1时，有边界极小值^ = 0. 

如1492题图 所示. 
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1493 题围 


解 


存在域# > 0,垂直渐近线 x = 0,又 


lim 2 
x 


l 9 \\m(y — x) 


故 y = :r + | 为曲线渐近线 



./ _ (2a:-1) 7x4-1 
^ ~ 2 x ^ • 

令 / = 0得0： = +， 

,, . 3 f \ 

y ~ Axhx + l ^ ’ 

故曲线是凹的 _ 当I = | 时，有极小值^ = |^3 ^2. 60. 

如1493题图 所示. 

【 1494】： V = l- 文 +VSi- 
解定义域为(一 oo，一 3) U[0，+a). 

勿 4 . 30时,7 = 0,垂直渐近线为 1 = — 3•又 
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lim ^- =—2, 

r-^—oo X 


^ (: y + 2:) =j™(l+^+^^) 

_,：_^3- ( ^ 1)2 


^+3 


x -1 


故 : y =— j 及 : y =—以+音为曲线的渐近线 


1 + 


^(2 x + 9) 
2Cr + 3)l 


令3/ = 0得 : r =— 4. 


27 


>0 


4 (x + 3) 2 7： r(:c + 3) 
故曲线呈凹状，当 x =_ 4时，有极小值 : y 
当 ：r = 0时，有边界极 大值 : y = 1. 

如1494题图所示. 


W 


、、‘ b =-3 




1494题图 


1495 






3 


【1495】尸 

解当 : r = 0 时， 3^ = 0. . 

垂直渐近线 : x =— l ， % 

v , = _ x + 2_ 

^ — 3 Cr + l ) ^ r(:r + l ). 

令:/ = 0得: r =—2. 

当 : r = 0 时，:/ = 00 ， 

• 」， = 2( j 2 +4 a :+ l ) 

^ _ 9 x ( x -\-\) 2 y^uTTT 

令: y 〃 = 0 得: r =一2士乃， 

经判别当 : r = 0时，有极小值 : y = 0, 

当 : r =- 2时，有极大值 : y =- U 义 一1. 59, 

拐点 : r = — 2 +-/3 0, 27. 此时 J 义 O . 46， 

x = — 2 —>/3 3. 73. 此时 y %— 1. 72. 

如1495题图所示 • 

11496*1 y = J^ v ' 

解函数为偶函数，图形关于仏轴对称，又 
iim 1 = 1 ， lim (y — x ) =0, 

J 一 卜 00 X X-H-w 

lim 2 =— 1 f lim ( y -\- x ) = 0 ， 

x 00 JQ x • — 

所以 y = x 及 y =_： r 为曲线的渐近线 

/_ x ( x - l )( x + l )( x 2 +3) 
y ~ Cr 4 +3)+(: r 2 + l)i # 

令:/ = 0, 得 : r = 0 及 1 = 士 1. 

经判别，当 : r = 0 时，有极大值: y = W . 

当 x =士 1时有极小值 y =4 l 、 

〃 = - x 8 + 20 x 6 + 18 x 4 + 36 x 2 - 9 
^ _ Cr 4 +3) iCr 2 + l)i * 
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12. 依据函数的特征点作函数围形 


令/ = 0 得 I % 土 0. 47 及: r 义土 4. 58, 经判别均为拐点. 
当 o: 灸吐 O. 47时，； y % 1.14. 

当: c 4. 58时， 3 ; & 4. 45. 

如1496题图所示. 


y =^ 


y =^ 



1496 *ffl 

【 1497】 y = sinx + cos 2 x. 

解函数是以 2 tt 为周期的函数 


1497钃图 


零点: 


x = 7T + arcsin ^^ ^ ^ 1. 21 兀， 
x = 2z — arcsin 芯 ^ 1. 79n 


cosx( 1 — 2sinx>. 


令 3 /= 0 得 : c 


jr jr 



y —— siar — 2cos2x = 4sin 2 x — sinx — 2. 

令 / = 0 得 

x\ — arcsin 1 + ^ 0. 32 tt ， 

O 

此时: Vi 义 1.13, 

x 2 — n — arcsin ^ ^ 0. 68x, 

此时; y 2 ^ 1, 13, 

x 3 = 7r + arcsin — - ^ 20 兀， 


359 



此时; y 3 〜 0. 055， 

o • v^33-l ., 

x 4 = 47r — arcsm -^- ^ 1. 

O 

此时 ^ 0, 055， 

经判别,^,々, 0 : 3 ，：^均为拐点. 

当 x = " f 时，有极小值^ = 1 - 
当 : r =学时，有极小值 : y =_ 1 . 

当 : r = 吾和 ; r = 夸时，有极大值 : y 


80tt 


X T - 


如 1497 题图 所示 . 

【 1498 】 ： y = (7 + 2cosj)siar. 

解图形关午原点对称，函数的周期 T = 2 tt 
讨论一个周期一 K Z < 7 C 内的图形 
零点： x = 0, 士 7 T ,/ = 7 cosx + 2 cos 2 or . 

令 :/ = 0, 解之得 


x\ = arccos — ^ 0. 42 k ， 
\ 4 


arccos 


0. 427 r ， 


— 7sinr — 4sin2x. 


令 / = 0 , 解之得 


此时 


此时 

此时 


14. 


士 arccosI ^j^+0. 84k 


^ 4.5 ^± 2 . 54,x 6 ,； 
3 ^ 6.7 = 0. 


士 tt ， 


经判别， *r 3 ， :r 4 ， x s ， :r 6 和： r 7 均为拐点 . 

当 :c = 一 arccos • 时，有极小值 _y =— y 


:- 7. 26, 
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§12. 依据函数的特 M 作函数關I第：:窜- 

当 z =— arccos j 时，有极大值 y — ^ \/15 ^ 7. 26. 

如1498题图所示.图中主要点的坐标 

A(0. 42 tc ，7. 26) , B( 0 . 84；r,2. 54) ， C( tt ，0), 

A\- 0 . 42 tc ,7. 26), B\- 0 . 84 tt ,2. 54), (^(-71,0). 



解图形关于原点对称，函数的 周期了 = 2 k . 讨论函数在一 
个周期一内的 图形. 

零点: x — 0 ,x =士 7 r»y = co & r-f cos 3 x . 

令:/ = 0. 解得 



y = — siar — 3 siar . 


令 / = 0 解得 

xi = 0, 

工2.3 =土 arcsin k 土 0. 37宂， 

k — arcsin &士 0. 63兀， 

J 6.7 =士丌. 

经判别 ， J ： 2 ，: r 3 ，: r 4 ， x s ，: r 6 ， x 7 均为拐点. 
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吉米多维雜学分析习题 全解(二） 

ur i-r ^ — 11—^Ti i n n ■■ r ■ __ n 釀 ， _ n_ n rr ^ ■■園 i 

当: r=_$ ，一^■时，有极小值 
y =— "I* 7^ *w— 0. 94. 

当: r = "f 时，有极小值 f|. 

当: r=_| ■时，有极大值: y=—~|. 

当工=令，7时，有极大值 

% 

：y =吾 A & 0. 94. 

如1499题图所示.图中主要点的 坐标： 

A( j，0. 94) ， B(0. 37 tt ，0. 81) ， ，音〉， 

D(0.63n,0.84), £(^,0. 94), F( tt ,0). 

4 

115001 y = cosx — +cos2x. 

解图形关于 Qy 轴对称，函败的周期： r = 2 a 讨论函数在 
一 个周期 一 1C < J： < IT 内的 图形. 

零点 ： x =± arccos ^ ^ ^± 0 . 62穴， 
y = — siar + sin2jr. 

令:/ = 0. 解得 



3^1. 2々 0. 63， 

•r 3 , 4 =士 arccos - —免 0. 70充， 
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§12. 依据函数的特征点作函 数图形 第二章 一涵 猶微分学 

3^3,4 ^― 0. 44. 

经判别 A ,： r 2 , x 3 ， a : 4 均为拐点. 

当 : r = 0时，有极小值 y = \- 

当 x =士 3 T 时，有极小值 ： y =— t 

当工=士 f 时有极大值3» = -|-. 

如 1500 题图所示,图中主要点的 坐标： 

A(0, 音)， B(0. 187^0. 63), C (f，f )， 

D(0. 6tt ， 0) ， E(-0. 70n, -0. 44), F(ic,- 音 ). 




【 1501】 ^ = sin 4 j ： + cos 4 x. 

解图形关于 Qy 轴对称 
由于 y = sin 4 x + cos 4 x 

/1 — cos2x \ 2 , /1 + cos2j: 

= ( — 2 ~~ ) +( ― r~ 

= j (3 + cos 4 x )， 

4 


故函数的周期 T = f . 讨论函数在一个周期 一 f < i < f 内的 
图形 • 
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由 / 


sin4x, 


令:/ = 0得 x = 0, 士子， 

: y" =—4cos4r， 令 y" = 0 得 x ⑴ = 士 | 


显然，点 


•: 


f 为拐点 


当 《r= 土吾时，: y 


A ^ 


当1 = 0时，有极大值； y=l. 

当 o： =士 ■^时，有极小值 y = 

0 

如1501题图所示 • 

图中主要点的坐标为. 

A(0 ， l) ， i3(f ， +) ， C(f’ + ). 

(1502] y ~ siar • sin3x. 

解 函数为偶函数，图形关于 Qy 轴对称 


由于 


siarsin3x =_ ( cos2«r - j ) + 盖 


故函数的周期了 = 7T， 讨论函数在一个周期 
一号内的图象 

当工= 0, 士号时 ，: y = 0， 


2sin4x — sinZx. 


令/ = 0解得 


0, ±4, 士 7 


arccos 


T ， 


令/ 


y = 8cos4o* — 2cos2x. 
0解得 


, 2 =± 1 arccos 1 + 义 ± 0. 11 兀 
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. 依据函數的特征点作函数图彤 



当 z = 士 +arccos +时，取极大值^ 

如1502题图所示.图中主要点的坐标 
A(0. lln, 0-29)， B(0.21 tt , 盖)， C(f，0), 


D(0. 36 k » — 0.24)* E (号， 一 1 )• 



1502 题图 1 S 03 题图 

【1503】尸 产虹、 • 

s in (i + f ) 

解函数的周 期为了 = 7 T ， 讨论函数在_一个周期0 < «r < 7 T 
时的图形. 


垂直渐近线1 = 


零点： X = 0 , 7 T. 
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吉纖奇数学分析习题全解(二 > I 


sin - 7 " 

y = - >o, 



无极值，图形上升 

" 2 S in| COS («r + 予) 



令/ = 0,得 ; r = 此时 y = 为曲线的拐点•如 

1503题图. 


【 1504 】 


COSX 

y = ^ 


解图形关于 Qy 轴对称，函数的周期了 = 2 tt ， 讨论函数在 
一个 周期一 7T 内的 图形. 

零点 ： x =±-|. 

参 

渐近线： ，: c = 士#， 


y 


sinr(l + 2 cos 2 j ：) 
cos 2 2 x 


令 ：/ = 0 得 *r = 0, ±兀， 


y = a 心 [3 cosjtcos 2 Zr + 4 sin 2 xsinx ( 1 + 2 cos 2 : c )] 


令 / = 0 得: r = 土号，此时 > = 0. 

点(一号， 0 )，(号， 0 )为曲线的拐点 _ 

当 x = 0时，有极小值: y = 1. 

当工==士 7 t 时，有极大值 y =— 1. 

当 00<7 t 时:/> 0,曲线上升. 
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12. 依据函数的特征点作函数图形 第二章一元@数 

当一 irOCO 时：/<0,曲线 下降. 

如1504 题图. 



1504题團 


1M 


【 1504. 1 】 


SUIT 

2 + cosx . 


解 函数为奇函数，图形关于坐标原点对称，函数的周期 ： r 
= 27 T ， 讨论函数在一个周期一 7 T 内的图形 

零点： 1 = 0, 士 71， 


2 cosx +1 
(2 + cosx ) 


令:/= 0,解得 


士昝 


令/ = 0解得 
经判别知 二 


2 silLT(COSX + 1) 

(2 + cosj:) 3 

•T = 0, 土 I 

X = 0, 士 X ，为曲线的拐点，此时: y 


当 《r = 孕时，取极大值 : y = 


2 ir 


时，取极小值 : y 
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当工 = % 时 ，: y =—4-. 


如 1504. 1题图所示. 

【 1505 】 y = 2x — taar. 

解 零点: 《r = 0，x & 0. 37兀， … 

对称中心 (^ tc ，2^ t )， (备= 0, 士 1，士 2,…) • 

渐近线： 

X = (灸 + j )7 T，（A = 0, 士 1，士 2,…〉， 

y = 2 — sec 2 x. 

令/ = 0得 

x = 

4 

及 x =— (^ +令). 

当 x = ^ + f 时，有极大值， 

4 

y = 2kn-hf-\. 

当 1= 一 (h + l) 时，有极小值， 

y =— ( 2 々兀 + 晋 一 i) (是= 0, 士 1, 士 2,…)， 

y = — 2se(rxiaar. 

令 《y" = 0得 ：r = 々7T (是= 0, 士 1，士 2,…). 

' 经判 别知. 这些都是拐点. 

如1505题图所示. 

【 1506 】 ^ = e^ 2 . 

解： y>0 .故图形在 Qr 轴上方 

尸 e W = e -(^n 2 +i f 

于是图形关于直线: r =1对称.又 
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12 . 依据函数的特征点作函数图形 第：:章一 

I _ ■ 1 ■ ■ ， I I ■■ r r Mill- _ ■ n _ ” ■ I r ii 广 In ， 在 nrn _ r^ B ftn: rfir ’ ， P 

limjy = 0 ， 

所以 : y = o 为曲线的渐近线 

y = (2 — 2j:) • e^ 2 . 

令: y ’ = 0,得 a ： = 1. 

当 ici 时，:/ > 0 •当工 〉 i 时, y < o 知当 i = i 时，有极 
大值 ：y = e ， 

/.= 2(2 x 2 -4 x + l ) e ^. 

令 jy 〃 = 0,解得 : r = 1 士 f • 

经判别知它们为拐点，此时 




1505题图 1506颶明 

如1506題图所示.图中各点的坐标 

A (0，1)， C ( l ， e ), D ( l + f ， e ). 
【 1507 】 y=(l+ x ^) e ^\ 

解： V >0, 曲线在 Qr 轴的上方，图形关于 Qy 轴对称 ，: y = 0 
为曲线的渐近线 

y =-2 x 3 e ^\ 

令 y = 0 得 x = 0, 

y=2x 2 (2x 2 -3)e^\ 
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令 / = 0 得工 = 0 及工 =±^. 


列表 


n—n^nn^^M 


拐点 


当 x = 0 时，; y = 1. 当 o : 二士^^土 1. 22时， jy =音 e -音义 

0. 56. 

如1507题图所示. 



1507题图 1508題图 

【 1508 】 y = x-he~ x . 

解 lim 2 = 1， lim (y — x) = 0 9 

jr-^+c^ X x^+<» 

所以: y = o： 为曲线的斜渐近线，又 
y = 1 — e - ' 

令 jy/ = 0得工= 0,此时有极小值： y = 1， 



故曲线是凹的. 

如1508题图所示. 

【 1509 】 y = x^e\ 
解零点: X = 0, 又 
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§12. 依擦函数的特従点作函数图形 第二章一充 函数的 微分学 


lim 


e 


0, 


所以 : y = 0 为曲线的渐近线 



令:/= 0,得: r = |. 

当 o ： = 0时 ， y = 00 ， 

易知，当: r = 0时，有极小值 : y = 0,且 (0,0) 为尖点. 
当: r =音时，有极大值: y = ^0. 39, 


w [ 

y 


e^x~^(9x 2 -12x-2). 


令: y " = 0 得 


工1 


-V6 


0.15，}〜0, 34 


x 2 = ^ 1. 48,3 ； 义 0. 30. 

易知点 ( A ，: y ,) ， ( x 2 ，： y 2 ) 均为拐点. 

如 1509 题图所示，图中主要点的坐标. 

A (-0.15,0. 34), B (|"，0. 39) , C ( l . 48,0. 30). 




1509.1 题图 


[1509. 11 尸 eH 
解 零点： 
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x = kiz (走 = 0, 士 1， 士 2…）， 
y — 2siar(cosx — siar)e _2x . 

令：/= 0,解得 • 
x = kn 9 

及 《r = 々7 t + f (务 = 0, 士 1，土2，.“）, 

y = 2(1 — 2sin2a:)e _2r . 

令/= 0,解得 

X = ^7 U + y , 


々7 T + 


57 T 


0, ±1 ，士 2,…). 


经判别知这些都是拐点 

又 / I —, >0,所以当 x 

y 1*1^4 < 0,所以当 j ： : 
v = • 


: 々 K 时，取极 小值 : y = 
h + f 时，取极大值 


如 1509. 1所示(仅描绘了 一 内的图 形). 
【 1510 】 y = 

1十: C 

解 3工 <— 1 时，： y < 0， 

当工>一1时，: y>0， 

不连续点工 =— 1，垂直渐近线 :《r =— h 
又 jiS/v = 0. 所以 : y = 0为曲线的水平渐近线 

^ • ( l+W 

令/ = 0得了 = 0，易知 

当 J： = 0时，有极小值3； — 1, 
r "_ e J (x 2 + l) 

5 (1+ x ) 3 • 

当 x <— 1 时，/< 0,故图形是 凸的. - 
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当工 >— l 时, / > o , 故图形是凹的. 
如1510题图所示 



151011 图 1511 顯明 

【 1511 】 y = y/l — e^ 2 • 

解图形关于 Qy 轴对称 
零点 :: r = 0且 : y > 0. 图形在 Qr 轴的上方，又 
limy = 1» 

所以 :V = H ； 曲线的水平渐近线 

t _ xe -’ 

v = - 

当 《 r <0 时 ，:/ <0,曲线下降 • 

当 or >0 时，:/>0,曲线 上升. 

所以当 x = 0 时，有极小值 y = 0,又/ | T = 0 = oo . 故 (0,0) 为尖点 

/ = l -~ 3j2 -~ e_J X < 0 (x 关 0 )， 

(1 — e - : 2 ) \/1 — e - ’ 

故图形呈凸状. 

如 1511 題图所示. 

11512] 尸窆 . 

解 存在域 : 工>0. 

当 : r = 1 时 ， y = 0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 c 


Wmy = lim 


lar 


lim 


故 jr = 0,：y 


竽 = 0 , 

vx 

0 为曲线的渐近线 


/ — 2 - lar 
— 2x^ • 


令:/ = 0,得 o : 
易知当 *r = 


= e z 7. 4 ♦ 
e 2 时有极大值 

^ o. 74, y’ = 


3 lrir — 8 


令/ = 0得: r = el 14.39, 


此时 


e ~^ ^0. 70, 


显然这是拐点 

如1512题图所示，图中主要点的坐标 
A (1，0)， B ( 7 . 40,0. 74)， C (14. 33,0. 70). 




1512题图 1 S 13 题图 

115131 y = ln ( x + v / x 2 + T ). 

解函数为奇函数，图形关于坐标原点对称 

当 x = 0 时 ； y = 0， 


^TT 


> 0 , 
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§12. 依据函数的特征点作函数图形 1 第二章_^_学 

故函数单调增加，无极值 

» _ — X 

y 

令 / = 0,得0： = 0,此时 : y = 0， 

显然点(0,0)为曲线的拐点，当 : r > 0时,/ < 0, 

图形为凸的;当 x <0 时，/>0,图形为凹的. 

如1513题图所示. 

【 1514】 y = vV + 1 • ln(^+ /x 2 + l). 

解 图形关于坐标原点对称 
零点 ： x = 0, 

y = I + \ - ln(x + + 1) , 

〃 _ ln ( x + VxM - T ) -\-x W + 1 

， • 

当 : r >0 时, />0, 图形为凹的， 

当了<0时,/ <0, 图形为凸的， 

点(0,0)为拐点 • 

因此 y ix ) U-o = 1 > 0, 

从而函数是单调增加的. 

如1514题图所示 




1514题图 


1515题图 
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ricm arcsiar 

【 1515 】 y = 

VY—jt 

解存在域 ：| x |< l , 

图形关于坐标原点对称，零点 : x 
渐近线1=士1， 


—x 2 + jar ， 
( l - P ) 寺 


xarcsiar 


>0 


!<1)， 


故函数严格单调 增加. 

tt _ 3 j . (1 + 2 a - 2 ) arcsiar 

y 一 （ r - r '> 2 卞— ( 1 -^ — . 
令 = 0 得 J ： = 0. 

当 一 l < < r <0，/<0•故图形是凸的• 
当0< a :< l ,/>0•故图形是凹的• 

点 (0,0) 为拐点，在此点切线的斜率々= 
如1515題图所示. 

11516] y — x-\- arctaar. 

解图形关于坐标原点对称 
当 ^: = 0时3； = 0， 


又 lim 

JT^OC 


1» lim (y — x) 


= 号， 


lim (y — x) 


=— 


JC 


故 >>=X+1 及 : y = X—I ■为曲线的渐近线 

y = 1+ rp^ >0 * 

故图形始终上升，无极值点 

ff _ _ 2x 

y ~~ aT 7 y m 

令 = 0 得 : r = 0. 

• 当 ： r<0 时 , / 〉 0 图形为 凹的； 

当 : r > 0 时 ，/ < 0 图形为 凸的； 

(0,0) 为 拐点 . 
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i 2。 侬据函数的特征点作函数图彤 


1516题图所示. 



1516腿图 

I v = 4- 4- arccotr . 


1517通團 


I1517J 3 ； 


解零点 j ： 〜一 5. 95,而 


lim 2 

r-^oo X 


lim 

^-^oc 


y + arccotr ^ 


lim (y — \jc)= limarccthx = k* 

j ^~ oq \ L / JT^-OO 

lim (y — 4 -xW lim arcctKr = 0， 

x-^foo V L / s 

所以 : y = 及 : y = + TT 为曲线的渐近线 


^ 一 T — TT ^ 

令:/ =0, 得: r =± l . 

当工<一1及 : r > l 时， y >0, 曲线 上升. 
当一 1 < a : < 1时， y < 0,曲线下降. 


故当工=1时，有极小值 ： y 


+ 旱〜 1. 285. 


I 时，有极大值 : y =— + +竽~ 1. 856 


_ 2x 
y — 〈 l + x 2 ) 2 . 

令： y " = 0,得 z = 0. 

当 x < 0时,/ < 0,故曲线是凸的. 


当 X > 0 时，/ > 0,故曲线是凹的，从而: T = 0为拐点 
此时 : y = f .如1517题图 所示. 

【 1518 】 y — orarctanx. 

解图形关于 Qy 轴又称，且: y > 0,图形在（友轴的上 
方，零点: *2： = 0 


而 


lim ^ 

r X 


lim arctaor = -?• 


lim (y — yx )=— 1, 

—\ L / 


lim 2 

X 




所以 y = fx - l 9 y =- fx-l 为曲线的渐近线. 
y = i . : + arctanx . 

令: V ' = 0得 a : = 0. 

当 x <0 时，:/<0,图形下降. 

当: c >0 时，:/>0,图形上升. 

故当 x = 0时，有极小值 y = 0， 

^ = (i+P) 2 〉 0 , 

故图形是凹的，如1518题图. 


/H x ~ l 


尸号 


o,f) 



1518题图 


1 S 19 题图 



. 依据函数的特征点作函数图形 



115193 ^ 


.lx 

= arcsln IT ?. 


解图形关于坐标原点对称. 
当 x = 0时， jy = 0， 


lim：y 


limarcsin 


所以 ，: V = 0 为曲线的渐近线. 

y = 2 sg f _|~ x2) (u 

当 I o ： |<1时，：/>0，图形上升. 
当丨 *r |> 时， 3 /<0,图形 下降. 
当: r = 1时，由定义可得 

： y ’ 一 （1) = \% y \ (1) =— 1， 


(丨工 I 关 1) 


故点 (1 ，号 ) 为角点，且当: T=1 时，有最大值: y = f ， 由对称性知 
点 (一 1 , - 号) 也为角点,并且当 a ： =— 1 时，有最小值 j =_ 号 • 


y - (—1) = 一 1，/+ (— 1) 

"—— 4xsgn(l — x 2 ) 
y = (l+*r 2 ) 2 • 


令/ = 0,得 x = 0,容易验证 x = 0 为拐点. 
当工= 0时， y L=。 = 1，如1519题图所示. 

- 1 — r 2 

115201 y = arccos ^ +p . 

解图形关于 Qy 轴对称. 

零点 : 工 = 0, 

又 limy = 71，所以 y = n 为曲线的渐近线 


2sgnr 

l + x 2 


Cr 关 0). 


当工>0时:/>0,曲线上升 • 

当1<0时:/<0,曲线 下降. 

由定义直接计算得 y+ (0) = 2，/一 


-2 
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故 (0,0) 为角点，且当 x = 0时，有最小值 : y 

" = _ _4xsgi^ 

y ~ (1+文 2 ) 2 〈°， 

图形为凸的.如1520题图所示. 

115211 y = (x + 2)ei. 

解零点 : r =一 2,不连续点 : r = 0， 


而 \iiny =+ 


0为垂直渐近线 ， limy 


又 


lim 2 = 1, 

x-^oo X 

\ im(y — x ) — lim [( o : + 2) e ^ — x ] 


lim 3 + :r + 0 (*)-:rJ 


故 i _ 3 为渐近线. 


x 2 —x — 2 
^^• 



1520 JH 图 1521 通图 

令:/= 0,得 : r =—1 及: r = 2. 

当 0<: r <2 时，;/<0,图形下降 • 

当 《 r >2 时，:/>0,图形上升. 

故当0： = 2时，有极小值 
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侬据函数的特征点作函数图形 



二章一元 函数的 微分学 


y = ^ 6. 59. 

当一 oo o <— 1时，:/ > 0,图形上升. 
当 一 1<1<0时，:/<0,图形下降. 
故当1=一1时，有极 大值. 
y = e~ l ^ 0. 37， 

,r _ 1 ox ~\~2 


令/ = 0,得 i =— 音. 

当 * r <— 音时,/<0,图形是 凸的. 
当了 >— 晏时，/> 0,图形是凹的 • 


故为拐点，此肘 

y = 音 e — 音々 0. 13. 

如1521题图所示，图中主要点的坐标 A (— 2,0)』(一 1， 
0. 37) , C (- 0. 40,0. 13), D (2,6. 59). 

【 1522 】 y = 2^^^. 

解存在域丨 i |>1,图形关于(知轴对称，又 

limy = lim2 = 1, 


Vimy = lim2 =], 

故 : y = 1 为渐近线. 

当工 = 士 1 时，有边界的极大值2^ ^2. 67, 
y + ( 1 ) =— 00 ， 

y -（一 1) =+00， 




ln2 




f x 2 -\ 


当 rC - l 时， /> o , 曲线上升. 
当了>1时 ，:/ <0,曲线下降. 


(In2) 2 2 
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+ (ln2)-2 v ^'- v7：：r ( 


/(^ + 1) 3 一 1): 


>0 


故曲线始终是凹的. 
【 1523 *】 y=\n 


^-3j: + 2 
^ + 1 


解存在域(一 m ， l ) U (2，+⑴)， 

而 limy = limln —~= 0， 

所以 J == 0为渐近线 , *r = 1，及 X = 2为垂直渐近线 

/ __ 3 x 2 — 2 x 一 3 • 

^ — ( x - l )( x -2)( x 2 +~ D ， 

礞 

令:/ = 0得 

工= 1- 3 ^ 〜 - 0. 72. 

易证，当 r 〜一 0. 72时有极大值: y 〜 1. 12， 

// = - 6 J ： 5 + 15 j - 4 - 3( Xr 2 + 3 (Xr — 13 
y ~ ~ ( x - l ) 2 ( x -2) 2 ( x 2 + l ) 2 

令/ = 0,得 .r 1. 49,判别其为拐点，此时 : y & ln 2. 7. 

当之<一 1. 49时，/ > 0,图形是凹的 • 

当 : r >一 1. 49时，/ < 0,图形是凸的 • 



如1523题图所示，图中主要点的坐标 A (— 1. 49, ln 2. 7)， 
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B (-0. 72,1. 12)， C (0， ln 2)， D (+,0). 

115241 y = aarcsin — — V a 2 — x 2 

a 

解存在域 l * r |< a ， 


(a>0) 


a 十 JT 


s / a 2 - x 2 

故图形单调上升，又 

： y ’ 一 ( a ) ==+ oo , y + (— a ) 
_ a(a +: r ) 、 A 


>0 (| x |<a), 


( a 2 - x 2 ) 


> 0 , 


故图形是凹的. 


0 时 ， y a ， 当 : r =一“ 时 ， j 


当 :r = a 时， 3 ; = f a ，当 y = 0 时 ，： r % 0. 67 a . 

如 1524 题图所示，- a ), C (0.67 a 
0)， D ( a ， 号 a ). 
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吉米多维奇 数学分析习 题全解(二) 

^― — c — 「繡 f ■ II ■! • ••細 ■ ■" ^― — 


而 


limarccos 



l-x 

]-2x 



所以 J = f 为曲线的渐 近线. 

当 x = 0 时，有边界极小值: y = (X 
当了 = *1 时，有边界极大值 : y = 7 C . 


= — sgn(l — 2 x ) 

(1—2 jt ) y / 3 X 2 — 2 x 

9 a : - 12 x 2 - 1 
= (3乂-2:)音(1-2:) 2 
一 12? — 9 j +1 
( 3 x 2 - 2 x ) Ul - 2 x ) 2 


当: r <0 时， 

当 O 音时， 


当:(― co ,0] U (" f ，+加)时，:/<0,图形 下降. 
当 * r <0 时,/<0,图形是 凸的. 

当工■时,/>0,图形是凹的 • 


y - ( 0 ) =— oo ， y + (吾 )=— oo. 

如1525题图所示. 

【1526 】 y = x 1 . 

解 只讨论 x 〉0的情况，此时: y > 0. 故图形在 Qr 轴上方. 

y = x^d + lnx). 

• • • 

令 y = o, 得了 =丄. • 

e 

当 0< o :< 士时 ，:/ <0,图形下降. 

当+ < I <+ oo 时，/ > 0,图形 上升. 

所以，当 x = ^ 时，有最小值= (+ 广& 0. 69， 
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11 侬据函数的特征点作函数图形 第二章一冗函数的微分学 

fl 付 丫 • 气 • f ^ X tVS" 、 ‘ 

■ ■ ■ . . ■■- ■ ■ ■■_，_ " ■ __■ _^—— ■ _ ■■蠢 ― _ ■ ■■麵■■一 n — ¥ l 

3/’ = / [(I + lar) 2 +•— 〉 0 ， 

图形是凹的.又 lim / = l . 

如 1526 题图所示. 



1 S 26 题图 

【 1527 **】 y = .. 

解 只讨论 : r > 0的情况 

因为 lim J •= lim = e 。 = 1,初以 j = 1为曲线的渐近线, 

x^cc x-^"K*w 

y = ^- 2 ( l ~ lar ). 

令 / = 0，#«r = e. 

当 0< x < e 时，:/>0,图形上升. 

当 x > e 时，:/<0,图形下降 • 

当 :r = e 时，有极大值^ ^ 1. 45. 

y = x ^ ~ 4 ( 1 — 21 ar + ln 2 x — 3 x + 2 xlar ). 

令: y " = 0,得 :r 〜 e 1 . 48 义 4. 39, 

事实上，令 g(.x) = 1 — 21ar + ln 2 x — 3x + 2xlar♦ 

对 g (^) 进行讨论知， gU 〉= 0 有唯一根 Jf )， 且 

• 參 

g(e^ )<0jg(e2 )> 0, 

故 < x 0 < e 2 • 

当 0 < or < 时, /< 0,图形是凸的 • 

当 《 r > e 148 时，/>0,图形是 凹的. 

故 : r = e h48 是拐点•又 Um :^ = 0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二 ）I 


如1527题图 所示. 图中所示各点为 A ( e ， l , 45), B (4.39,1.4). 




【 1528】 .y = (1 +a*)^ 

解定义域为 《 r > — Id 关 0, 由: y >0 知图形在 Qr 轴上方 

y = _ [忐一 In (叫. 


设 咖=击— ln ( l + 工)， 


贝 IJ 




JC 


(l+x ) 2 
则当 X < C 0 时， 〆 (: r ) 〉 0; 

当 x >0 时， 〆 Cr >>0, 所以 


g ( x ) < g (0) = 0， • 

故：/<0,从而图线下降. 

垂直渐 近线: — 1， 

參 

又 lim (1 = lim ei ,n(1+T) = e ° = 1, 

所以 : y = 1 为曲线的水平渐近线，而 @(1 +* r )+ = e ， 

故 x f 0 为可去不连续点，图形是凹 S 
如1528题图所示. 


【 1529 *】 y = x (l+^y (x>0). 


解因为 

lim = lim ( 1 + 丄）= e . 
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依据函数的特征点作函数图形 j mzM 


lim ( y — ejr ) 

j^ 4 oo 

= li m ㈣ 上 6 = Um 


lim「(l + r) + 

t -^+0 « 

f -—0 1 + 亡 


(1 + r ) 


( l + f ) ln ( l +0 

? 


lim 


ln ( l +/) 


所以 ^ = e ( x -|) 为曲线的渐近线 

y = ( 1+ 士 r +x ( 1+ i)T ln ( 1+ ihrb] 

设 g ( x ) = ln ( l +^)- I ^ : . 


则 /( I)=_m + 7 T ^ I < 0 ， 

即 g Cr ) 单调减少，所以 

gU) 〉 g(+co) = J^[l n (l + 士) -击] = o 

故 y >0, 从而曲线单调上升.又 limjy = 0， 

T •， ; (？ 

所以，函数有边界极小值 : y = 0.如1529题图所示. 


(不研究凸凹性) 


3=7 

【1530*】 y = Y ^ (不研究 d 

解.显然: y >0, 图形在 Qr 轴上方. 
间断点工 =— 1及 *r = 1 
limy =+°°» lim y =+°°» 

^以 ：y =± 1 形的垂直渐近线，而 

lim V = 0, lim v = 0 f 

j ^ l+0 — 1~0 

又 胜1^ = 0， 
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吉 半秀维 奇数学分桥习题全解(二） 


所以 o = 0为曲线的水平渐近线. 



^ = (1- 乂 ) 2 (1+1 2 ) 2 . 



1 S 30 题图 


令:/ = 0,得: r = 0及: r =± 乃， 

容易 验证： 

当 i = 0 时，有极 小值: y = 0. 

当 x =-73 时，有极大值 ^ = -^^0.15. 

4 Ve 


当: r =乃时，有极大值: y = 义 0. 15. 

4 Ve 

如1530题图所示. 

作出下列用参数形式表示的曲线 (1531 〜 1540). 

【则 x= o±l)!^ = c^_i)!. 

解将参数方程，化为直角坐标系下的方程 

yi. = U±il,^ = ^il. 

当…时甲,6=宁， 

从而 ^ fx—yfy = 1 (x ^ > y ). 

当1时， 




§ 12 。依据函数的特征点作函数图形 | 第二章一元函数的微分学 

-屮， 6=- 宁， 

从而 /y—y/x — lAy^l,y>x). ② 

# 

当 一 l < r<l 时， 

^ =宁，乃=宁’ 

从而 / x+Jy = 1 ③ 

由方程 ①，②，③ 即得所给曲线的图形.图形关于直线^ = «r 
对称，如 1531 题图所示. 

图中各点为 A ( l ，4)， B (0， l )， ai ，0)， D (4, l ). 




【 1532 】 j: = 2t — ^ = 3/ —/ 3 . 

解 x t = 2(1 —t) = 3(1 —t 2 ). 

令: r' r = 0,得 / =]， 令 ：/, =0,得/=士1. 
作下表 



D 

■ 

IHEBB 


(― OO , — 1) 

r 



由减少到一2 

(-1,1) 

a 


由 一3 增加到 1 





由1减少到一〜 

由2减少到一 OC 


函数的存在域:0：<1， 
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3 a - t 2 ) 
2(1 — 0 


4(1 + 0 a^ ： i). 


令砮 


0，得/=—1，此时:^=一3，：y=.— 2，图形有极大值点 




4(1-/)， 


故当 £>1 时,图形为凸的. 
当，<1时，图形为凹. 
当之= 0时，: r = 0 9 y = 


2时， :r = 0 9 y 


乃时， 


0,x = 0. 464. 


一 >/3时， j = 0，:r 6. 464. 


如1532题图所示.图中各点分别为义( 
B (—3, _2), C(1,2)，D(0, —2). 

【 1533 】 

^ f l + t z 

解 L = 

令 Z = 0, 得 f = 0 及 f = 2, 

当 f =士 1 时，: r ' x 或:不 存在. 

作下表 


6.464,0) 


解 


0减少到一 


由+~减少到 




由 o 减少到一 


o 减少到一 


由 + cx > 减少到 • 


4增加到+ 


W 


当/>2或 f<0 时^<0,因而曲线下降 
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§ 12 •依据函数的特征点作函数图形 | 第二章 一元 函数的徵分学 
• 当0<0<2时， g >0, 曲线上升. 

令^ = 0，得广=-1，0,2,当《= 0及《 = 2时，曲线有垂直切 
线 x = 0 及 : r = 4. 

当£ =_ i 时 I =_ j ，此为垂直渐近线， 


事实上 

又 


3 尸迥点 = °°， 


及 ^( y ~\ x ) = 

故 y — i 为曲线的斜渐近线. 

又当 f » + °°(此时 : r » + 00 ) 时 ， y 

当 f —— oo ( 此时 J ： —— oo ) 时 ， jy — 0. 

所以7 = 0,也为曲线的渐近线. 

如1533题图 所示. 



【 1534 】 x ^ I ^ 7 ， y = 



1 +广 


解因为以 一 f 换 f 时 T 及: y 值不变，故只须考虑/ > 0,又 
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= TT ^， 

故 x > 0 或 X <— 1， 


TO 


得 


‘ （1- 〆 )(: 

令工’,= 0，/, = 0， 

= 0,而当，一 1 时，: r' f — 00 , 
作下表 


-2t 

(1 + r 2 ) 2 




由 一 oo 增加到一 1 


卜結) 2 <0, 


曲线下降 




4(1 一? 2 ) 3 
(1+ r 2 ) 3 * 


当 M < i 时，£?> 0 ,曲线是凹的•当丨 /|> o 时 , £|<o 


曲线是凸的. 


当 i -^± 1 时， J ： — oo，jy 


2 y 


所以 


为曲线的渐近线. 


在点(一 1,0) 处 (f =+ oo ),^ 


在点 (0,1) 处“ = 0)， 




dr 


— 


所以在这两点的切线与 Qr 轴成^的角，且这两点为边界极值点. 

擊 

如1534题图所示. 


392 








§12. 侬据函数的特征点作函数图形 I 第二章一充函数的微分学 

【 1535 】 x = t + e~\y = 2t-\- e _2f . 

•解 /, = 1 — e f ， 

乂 = 2(1 - e - 2 ，)， 

^ = 2 (l + e - / ) = 2(e， - + 1 \ 
dr e 



当 r = o^x t = o,y, = o, 

作下表 


■ 



■■ 

mm 

dr 



(—00,0) 



nsm 


D 

D 



D 

D 

由 1 增加到 + oo 

由 1 增加到 +°o 

D 

□ 



又 lim 上 =lim jj- e .■- =2, 

j^-h» x #-^4oo t 十 e 


iim (y — 2 x ) = lim [2t + e " 2/ — 2(^ + e _/ )] 

i2 ^4oo f-^+oo 

= 0 f 

所以 : y = 2 x 为曲线的渐近线.当 f = 0 时， :r = l，：y = 1，当/ = 
一 ln 2 时，曲线与渐近线相交.如1535題图所示. 



1535题图 
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吉 米多维 奇数学分祈习题全解(二 ）I 


【 1536 】 x = acos2i, < y = acosSt (a > 0). 
解显然 


acos2(^ + 2k) = acos2ti 
acos3(r+ 27 c) = acos3^, 


所以，我们只要考虑 0 < £ < 2 tt 时的变化 


oc t 




2asin2 之， 


y t =— 3asin3r. 

令: r : = 0 9 y t = 0 得 


A 7C 7T 271 in 5k o 

0 ，？了，" 1 ，兀， 1 ^， 1 ， 271 . 


作下表 


■ 

B 



mm 

dx 

图形 

國 


■ 



+ 

上升 





由 一 a 增到 0 

— 

下降 

■ 

B 

D 

由一 a 增加到一 

由 0 增加到 

+ 

上升 

(警， It} 

+ 

一 

由一 f 增加到 a 

由 a 减少到一 a 

一 

下降 



+ 


由一 a 增加到 a 


下降 

願 




由 a 减少到 d 



(|'f) 



由 一 增加到一 f 

由0减到一 a 

B 

下降 

(» 

a 



由一 a 增加 a 




当 '= f 时杳 = o，f I ， 尸一么 

$ 

当： = 吾时， # = 00 ， J ： =—a 9 y = 0. 

L dr 


当 < = f 时，砮 = 0 ， x ——fa = fl . 
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• 依据函数的特径点作函数图形 築二章 — 


当 r = 71 时， g 一 I•(利用洛必达法则) 




4 tt 


时杳 


0 ,jc 


1 I 


，: y 


当 r = f 时，砮 = co,i 


a,y 


57C 


时，髮 ==— yt > 


当 r = o 时，砮 


(利用洛必达法则) 


如 1536 题图所示，图中各点为 A(a ， cO,B(f ， 0),C(0, 

^2 a ) ， D (- 号， _ a) ， E(-a ， 0) ， F(-f ， a) ， G(0 ， ^a) ,H(a» 


— a). 



1536 題图 

I1537J x = cos A t 9 y = s\n A t. 
解 Jx = cos 2 t^Jy = s\n z t 9 
所以 -Jx+sfy = 1. 
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如 1537 题图. 



1537题图 

【 1538 】 ：r = tint 9 y — —. 

解当£>0时,： r ，> 才有意义 * 
x t = 1 + In /, 

• 1 — \nt 

令: r ’， = 0, y , = 0 得 = + 及 : r = e ， 

_ 1 — In / 

dr _ P(l + ln /)’ 

21 n 2 <-4 
f 3 (l + ln /) 2 , 

当 f = 6时，图形有极大值点 : A ( e ， 士). 

令0 : 0，得 r = # 及 f 

图形有拐点 C (-^,- V 2 e ^). 当 〆 2 <t 

< e 〃时，曲线是凸的.当 0< O < ei 及 e #< f <+ co 时，曲线是 
凹的.当0</<丄及 e </<+ oo 时，_>0,曲线下降 •当丄 < 

e dr e 

Z < e 时，曲线上升. 



12 - 依据函数的特征点作函数图形 I 第二章一元函数的微分 

当 r = ；1 时， x = 0,7 = 0,即曲线过点(0,0)，且# = 

( 0 , 0 > 

当 -+OD 时，0为曲线的水平渐 
近线 • 

当/->+0时，：1：——0,7+-00，故1 = 0为曲线的垂直渐近线. 
如1538题图 所示. 图中各点为 A(e, + ), J 3( y^， 锋), 



1 S 38 题图 1539题图 

【 1539】 j = fl 3 j y = Qtan " (a > 0). 

cos 3 / 

解将参数方程化为直角坐标系下的方程 xi -^3 显 

然 ， I x l > a ，且图形关于两坐标轴对称，故只须讨论 
的情形. 

由于 yf = iiY ' 

y = yj 3 -yi (y-i —X~^) 9 

注意到，当 *r > 0，_y > 0 时，有: r >：y， 从而有 >0，：y">0, 故图 
形上升且呈凹状.而=0,故在 ( a，0) 点的切线为: y = 0,如 

* ^ v =0 

1539题图 所示. 
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【 1540 】 x = a(,sht — t) jy = aicht— 1) (a > 0). 

解当用一 £ 代替 £ 时， x 的绝对值不变，但符号相反，而 ; y 却 
不变.故图形关于 Qy 轴对称. 

x t = “(chr — l)，>/ f = ash 。 

办 =^±1 ^ 1 = _^ — < o , 

• dr e ’一 r dr 2 a(e f — l ) 4 


- r dr J 


故曲线是凸的. 
作下表 




由一 W 增加到 0 由 + oc 减少到 0 


0增加到+ 




1540题图 


1541题图 
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. 侬据函数的特征点作函数图彤 I 第：！章 




将下列曲线方程表示成参数形式，再作出这些曲线，若 (1541 


1544). 


【 1541 】 X 3 + y — Zaxy = 0 (a > 0) 


提示:假设: y = ir. 

解设: y = te， 代入原方程，得 


3at 

IT? 


_ 3a/ 2 

。一 IT ?， 


6 a (i~ 


(i+z 3 ) 2 

3at(2-t z ) 

(1+r 3 ) 2 


令 Z = 0 及 ：/, = 0 得 


n 


，o ，为，而当 


1 时，: T〜— 




K2-r 3 ) 


1 - 2/ 3 


作下表 





增加到 + 



0 减少到一 


由一 CO 增加 


( 0 ，*) 


■BE 


o 增加到 







减少到& 


a 减少到 



a 增加到^ 


减少到 




—► — 


1时， 


，且 
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当 时 ，工 


tq - t 2 ) 

\-2t z 


这说明，坐标原点为曲线的二重点，在这一点，曲线的一支与 
Or 轴相切，另一支与 Qy 轴相切•如1541题图所示. 

[1542] x 2 +/ =x 4 +y. 

解显然，曲线对 Ck 轴， Qy 轴及直线: y=±*r 对称，设: r = 
以，则当 : y 尹0时， 


y =土 


?~+T 

TTi 9 


根据对称性，不妨只考察方程 


[ t ±\ 

V ^ + i 


(0</<l) 


即只考虑介于正半纵轴及直线: y = «r 之间的曲线 (0<x<l，a:< 
: y), 然后根据对称性作出全部曲线，当£由0连续地变到1时曲线 
上的点由(0，1)连续地变到 (U1) 

，— {F+\ , fi^Tl t 2 a-2t 2 -t K ) 

(f 4 + i) z ~ ， 


a 4 + iy 


+T ta-2t 2 -t A ) 




§ 12. 依据函数的特征点作函数图形 I 第二章 
当之 = 0 时，: r = 0 ，：y = 1( 极小值 )• 


当/ = 1时， 

x = % 0. 71, 

： y = V 2^^ 1 - 1 (极 大值 )• 

作图并利用对称性可得. 

曲线的图形如1542题图所示，(0,0)是孤立点. 



解设 : y = tr ， 代入得 
_ 1-< 3 


X 


y 


\-e 


( t ^ O ) 


X 


▼ 

y 


2 + z 3 

"7~， 

l + h 3 


dy ^ Kl+2/ 3 ) 
dr— 2 + t 3 ' 

当 f =— 於时， j :' = 0. 



1543 题图 




吉米多链奇数学分折习题全解(二 ）I 


当 r =— 嘉时， y , = 0， 

linxr’， = = O. 

f^O 


作下表 



a 

o 


IBHHH 






由一 oo 增加到一^ 





BSM 

BBS 

(★) 

+ 

一 

由^增加到+~ 

*-昜《少，卜~ 

(0，+ OO > 



由 +°° 

减少到一 

由+°°减少到一 °° 

当 f = 1 

时 ， i 

=y = 

:0, 努 

= i . 

/ =i 


当, =- 奴时， ^ 务尸-蠢，砮 ,4 = 00. 

当一 嘉 时， - r= .— ；!， 普 U =°. 

如1543题图 所示. 图中各点为 A (義，-蠢)， B (蠢，- 吳). 

【1544 】 =.y ( x >0,^>0). 

解显然直线^ = > 0 ) 是图形的一部分.对于: y 式了的 

部分，图形关于直线 ：y = I 对称.设 : y = ( 1 + fXr 代人解得 o ： = ( 1 

+，)+,> = (1+ 〆 ， 

由条件了 >0 ，）〉 0 知，一 1<£<+00 ， 

而 Hm x = Jim (1 +，)+ =+oo ， 

1-H) 1 卞 0 

lim y — lim (1 +/) 1 ^ =1 ， 

/ 1 十 0 

及 limy = lim (1 +，) + = 1 ， 
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§12. 依据函数的特征点作函数图形卜第二章一元函数韵徵学 

lim^y = lim(l +，) 1_f ^ =+°°， 

故直线 x =和:/= 1是曲线的渐 近线. 

又 linir = lim 》 = e ， 

—o o 

故点 ( e ， e ) 是曲线上的二重点(即在的部分上又在 ： y =: r 那 
部分上).由于 



门丄、丄 之 一 （1 + f ) ln ( 1 +/) 

(1_H), • NTTi) ， 


^ = (i + o ^ • ，— ln( 2 1 + ，) 


所以 ^ = ( i+^>[i + ,_ (1+ ；； In(iT7 )] (^0). 

设 g ( t ) = t 2 — [(H-^)ln(l +/) -" 0* 

则 g ’ U ) = 2/ — ln(l 十 《)，/ f "(0 = 2 — 


当 0 < r <+ ⑺时, / ⑴〉 0, 所以 g \ t ) 单调增加，从而 

g ( t ) >/ f ’(0) = 0， 

因而有 g ( t ) = t 2 — [(l + /) ln(l + t ) — t ]> g (0) — Of 
即 ^>(l + /) ln ( l +0-/. ， 

又显然 ( l +/) ln(i + O -^>0 (0 <t <+ m ), 


所以 


t 2 

(l + t ) ln(l + t)-t 


>1 


于是当 0</<+ co 时， 


(0< t <+ oo ) 9 




= ( l+ofi 


(1+ Oln ( l +《)：1」 <0 , 


同样讨论可知，当一1</<0时,^<0,而当 i = 0 时 

^ = lim ^ =— 1， 

dr ，- o 卜 -0 dx 

所以，曲线始终是单调下降的. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 二 ) 
如 1544 题图所示 



1544题图 1545题图 

[15451 作出曲线 C h^r- C h 2 ：y = 1 的图形 . 

解 显然 , 曲线关于两坐标轴是对称的，故只须考虑在第一 
象限 ： r>0 ，： y>0 内的部分 . 

因为 ch 2 x —ch 2 ^ = 1, 

从而 y = ln(sKr + \/sh 2 x —1) (x ^ 0), 

y _ i：_. ln(skr + ysh 2 ^— 1 


所以 




lim 


♦t x 


lim - 1 ( chr + 

shx4 - ysh 2 j— 1 ' 


shxchr 
^sh 2 t — 


i ) 


lim - ,- chr ■ 
Vsh 2 x—l 


lim 


sh 2 j + 1 
sWx — 1 


lim (y-jr) = lim [] n (sKr-f ysh 2 j — 1) — j] 


lim In 


skr + y/sh 2 x — 


而 


lim 


skr + V sh 2 ^ — 1 


char + 


lim 


stirckr 
/ sh 2 x— 1 


lim 


chx(shr + \/ sh 2 x—T) 
e J • J sh 2 j ： — 1 
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12 . 依据函数的特征点作函数图形 第二章一元函数的微分学 


所以 


lim (y — x) 


因此，直线 y = I是曲线的渐近线，函数的定义 域为: 
sh 2 x— 1 > 0 ， 

即 x>ln(l+y2) ^0. 88. 

当工 =ln(l+A) 时,:y = 0，又 • 

J= _ l-.— fckr + -!^g^r.\ 

v/sh 2 — 1 ' v sh 2 j: — 1 / 


V ' =_ 1 _ _ ^( ctir + 

shx+ \/ sh 2 — 1 、 \/sh 2 a: — 1 / 

v/sh 2 ^ — 1 
(sh 2 t — 1)"^ 

因此，曲线单调上升，并呈凸状，利用对称性，可得曲线的图形如 
1545题图所示. 

作出下列用极坐标 (9, r )( r >0) 表示的函数的图形 (1546 〜 
1541). • 

【 1546 】 r = a + bcos<p (0 

解 当 a = 6时， r = a ( l + cos ^) 这是心脏线如1546题图1 
所示. 

当 0< a <6 时，其图形叫蚶线， 

由于 r (- < p ) = 「(0，故图形关于极轴对称. 

当 r >0 时， 

I 9 1 < a = arccos (一 |) ， 

r f =— 6sin 歹 < 0, (0 < p < arccos 

当史= 0 时， r 有极大值「 = “ + 

当 p = arccos 有边界极小值 r = 0. 

当 p 由0变到《时, r 由 U +6) 变到 0. 

当广<0时， (2 <| •当 p 由 a 变到71时, r 由0减少到 a 


> 0 , 


< 0 , 


一 /入 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 二： 

极点 0 为二重点 . 如 1546 题图 2 所示 . 



1546题图1 1546题图2 

【 1547】 r = «sin3^ (a > 0). 

解因为 r >+ 夸)=々)， 

故函数 r = 是以^为周期的周期函数，函数的定义 域为： 

故只要讨论 0< p < f 即可. 

r ^ = 3acos3 弘 

% 

当工 6 ( 0 ’ 号)时， 〆 f »>0, 当工 e ( H ) 时 〆 9)< C 0, 故当工 
= y 时， r 有极大值 r = a ，当 p = 0， f 时， r 有极小值 r = 0. 

射线 = 为曲线的三对称轴 • 曲线在 O ( 0, 

0) 有 三重点 ，整个曲线有三个形状相同的叶.如 1547 题图所示. 



1547题图 1548题图 
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. 依据函数的特征点作函数图形 


【 1548 】 


is 3^ 


(a>0). 


解 


于 r (史 + _)= r { cp ). 


故 r = -7^ 二是以导为周期的周期函数，又 r(—P ，故 

v cos 3^ ^ 

图形关于极轴对称. 

函数的定义域为 ：丨 y <晋 ， 及 f < I ^ I < 警 为此只要讨论 
一 即可 • 


3asin3i 


<p 


2(cos3 沪 )1 

当沪€ (-晋，0)时， r ’,<0; 当沁0，晋)时， r ’,>0. 


故当 p=0 时， r 有极小值 


a •而 lim r =+oo, 


故 p =土 f 为曲线的渐近线.如1548题图 所示. 


[1549 


解 


lim 

^140 


lim 


从而曲线以 


= a 士史 -， y 〉1 (a > 0). 

<p 一 1 r 

lima =+°°， 

r-^140 (p ——丄 

lim ^ = 0, 

ifr^o (p — 1 

为渐近线，以极点为渐 近点. 


ch 2 


{<p 一 1 ) _ th<p cp 一 1 — T - sh 2 ^ 


(9一1) 2 


(< p — l) 2 ch 2 ^ 


当 1 < p <C+ 00 时 9? 一 1 — -^- s \\ 2 <p < 0 


事实上，令 = 史 一 


sh2 ^ p . 




ch2 ^； <C 0 (1 <C 95 〈+ °°) ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二） 


所以 g ( cp ) 在(1， + CO ) 内单调减少，故 

g (,( p ) < g ( 1) =— 士 sh 2 < 0， 

因此< 0,即当 p 增大时, r 单调减.考虑曲线上点的直角坐标 




a 


thcp 


th<p 


-^coscp t y = a^ z ^sm<p 9 


当 9—/ + 0 时， JT —+ CO ，） 故 

lim = lim tanp = tanl . 

jr^+oc J7 


而 


lim (y — xtanl ) 

oc 

lim (a 出沪 siny ? — a - l - ^ cosy • tanl 

^- 1 + 1 ) \ (p — 1 (p — 1 

1 :— .l ^ tana ? — tanl athl 

lim ath(p ♦ cos<p — ^ —:- = - 

Vr-HO T T ( p — \ COSl 


于是在直角坐标系下，当 r -+ oo 时，曲线 r = a -^ T 以直线 ：y = 

9 — 1 

xtanl + c 2^ 为渐近线.曲线为螺状线.如1549题图所示. 



解显然•曲线关于极轴对称.且 r = 以 2 tt 为周期，因 

此，只须在0 < p < 7 T 内 讨论. . 


方程可化为 


r 


+ yl — 4 cosy 
2 cos ^> . 
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• 依据函数的特征点作函数图形 I 第二章一元函数的微分学 


由于必须 1 一 4cos^ > 0, 故 arccos -j ^ ^ 


当 p = arccos + 时 r = 2 • 由 r>0 知曲线方程为 


r = ] 十 v^l — 4C0! 

2 cos ^> 

— 1 — \/1 — 4 coj 

厂 _ — — _ ■ ■ 

2 cos ^> 

对于方程①所表示的曲线 


arccos y ), ① 


(f 


② 


1 — 4cos<^+l — 2cosy)si: 
2cos 2 ^ \/l — icoscp 


>0 


arccos 


^：( p < 


且 


lim ； 


lim 


1 + \/l — 4co; 
2 cos^p 


所以当史由 arccos j 变到|时， r 由 2 变到 + oo , 且当 r —+ od 时 
有渐近线 <p=f. 

设 Cr^) 为曲线上点的直角坐标，由 


COS^) 


-1 


得 


故当 r — 时，工 —1 ，即曲线与直线 


cos ^? 


U= 1) 无限接近， 


对于方程 (2) 


lim 


lim 


/I — 4 co! 
2 cos ^ 


故 (i ， f) 为曲线上的点.又 


yi — 4cos^ — (1 — 2cos<p)] 




吉 米多维奇数学 分衍习题全解(二) _ 

’ m ■ 塞 in 1 -- — — - - - — 

设 ficp ) = Vl — 4 cos ^>— (1 — 2 cos ^?). 

当号 < f < 7T 时， v/1 — 4cOS^» 〉 1. 

从而 /(<p)<0 9 

故 f {< p ) </(号)= 0， 

所以匕 < o , 即 r 随 p 的增加而单调下降，且当 <p=7t 时达到极小 
值. 



如1550题图所示. 

作出下列曲线族的图形 (fl 为可变参数 )（1551 〜 1555). 
【 1551 】 y = x 2 — 2x + a. 

解 将方程变形为 

夕 一 （a — 1) = ( x — l ) 2 , 

这是以 （ l ， a _ l ) 为 顶点. 

x = l 为对称轴,开口向上的抛物线族，如1551题图所示. 
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§12. 侬据函数的特征点作函数图形 第二章一元函数的微分学 

【 1552 】 y = x-\-—. 

*2T 

解 当 a = 0 时为直线 : y = a ，. 

当“声 0 时，为双曲线族，其图形可由 3 ,=工和 J f 相加而 
成，它们以 :V = 1及 I =0为渐近线.而 



所以，当: r = | a | 时，有极小值: y = 2 \ a \. 
当: r =—I a I时，有极大值 _y =— 2 | a |. 
如 1552 题图所示. 



1SS2 題图 

【 1553】: y = J ： 土 Va(l — x z ). 

解 y — x =± Va ( l — x 2 )f 
即 (y — x ) 2 + ar 2 = a . 

作仿射变换“ =- x-\-yyV = x . 

贝 lj 方程变为 u 2 + av 2 = a , 

当 0<a<+oo 时，为椭 圆族； 

当一〜< a < 0时，为双曲 线族； 

当 a = 0时，为直线 : ye : r . 

显然全曲线族通过点 (一 1,-1) 及 （1,1)( 图形 略). 
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吉米多维奇数学分析习麗全解(二） 

【 1554 】 y = y + e_ar * 

解原方程可变形为 y-f = e ~- ，作仿射变换 m = ：V —f , 
^ = *^，则方程化为《 = 61. 

当 a 关0时，表示一指数曲线族.当 fl = 0 时，表示直线 y = f 
+ 1. 全曲线族通过点(0, 1). 显然: y = f 为曲线族的渐近线. 

/ = 士- ae '^. 

令: y’ = 0得 ,or =丄 ln(2a). 

a 

若 a>0, 则当 00<lln(2a) 时, />0. 当: r>』~ln(2 a ) 

a a 

时, / < 0 .故当 o* = -ln(2a) 时有极小值 

a 

# 

y = 去 (1 + 1心). 


若 a <0, 则:/ >0 .故函数增大 / = a 2 ei >0 .故曲线是凹 

m 

的，如1554题图所示. 



1554题图 1555题图 

【 1555】 ：y = : e 亡 • 

解显然，全曲线族通过原点. 
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§13. 函数的极大值与极小值问题 第二章 一 元函数的微分学 

当 a 〉 0 时， lim y = lim ore - ^ = 0. 

X •-fee j »-t-oc 

当 a < 0 时， lim ；y = lim :r6_ 7 = 0. 

x «r^~c». 

故 : y = 0 为曲线的渐近线. 

^ / = e " f ( 1_ f )• 

令 / = 0 得: r = a， 




故若 a > 0,在 j : = a 处有极大值 《y = ae _1 ，若 a < 0,在 j : = a 处 
有极小值 ：y = ae— 1 ， 拐点 x = 2a 9 y — 2ae~ 2 ^ 0. 27a. y L- 0 = 1 ， 
故曲线族在原点与直线 ^ = x 相切如1555题图 所示. 

§13. 函数的极大值与极小值问题 


【 1556 】 证明••如果 /Ct) 是非负函数，则函数 
F ( jc ) =C/ 2 (x) (C>0) 

与函数 /(x) 有相同的极值点. 

证 设心为 /Cr) 的极大值点，则存在 x a 的一个邻域 
Ng ( x 0 ) = {x I I X — Xo |<占}，使得当2 6叫(* 2 * 0 )，且：?：/工 0 时 
f ( x 0 )> f ( x ). 

由于 C >0 及 /( ar )>0, 则有 

Cf 2 ( x 0 ) > Cf ( x 0 ) f ( x ) ^ Cf ( x ) 2 . 

即 F ( xo ) > FU ). 所以 * r。 是 FCr) 的极大 值点. 反之，若 a 是 
F ( x ) 的极大值点.则存在 A 的一个邻域 N^(xo ) 使得当 a： 6 
iV 5 Cr 0 )\ U。} 时, FCr。）〉^^)， 即 C/ 2 (i 0 )>C/ 2 (:r). 由于 C> 
0及 /(x) >0有 

/(x 0 ) H /(xo) 1>1 fix ) I = /(x). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二） 

即 / Cr c ) >/ Cr ). 这就证明了 x 。 是 / Cr ) 的极大值点.因此， / U ) 
与 FCr ) 有相同的极大值点，同样可证， /( x ) 与 Fix ) 有相同的极 
小 值点. 

【1557】证明••如果 一 oo < ：r <+ oo 时函数在严格单 
调递增，则函数 / Cr ) 与 〆 / Cr )) 有相同的极 值点. 

证设 A 是 / Cr ) 的极大值点，则存在 A 的一个邻域 
MCr 。）, 使得当时 . 

f(x 0 )>fU). ① 

由于 yCx )' 是严格单调增加的，故 

<p(f(j ： o))>cp(f(x)) (xe N s (x 0 )\Uo)). ② 

即 A 是 p (/(* r >) 的极大值点.反之，若 A 是 〆 /( d ) 的极大值 
点，则②式成立.由的严格单调性知①也成立，即 々是 
fU ) 的极大值点.因此, / U ) 与 < p ( f ( x )) 有相同的极大值点•同 
样可证， / U ) 与 cp ( f ( x )) 有相同的极小 值点. 证毕 • 

【1558】两个正数之和是常数 a , 求这两个正数的 m 次幂与 
n 次幂 ( r /2 > 0 ，n > 0〉乘积的极大值 • 

解 设一正数为: r ， 则另一正数为“一1(0<0：<^),所以, 
我们要求 

/( x ) = x m ( a - x) n (0< x < a ), 

的极大值.由于 

fix) = 产 1 (a - x)^ x [ma — (m + n)x]. 

令 /( x ) = 0 得 

x — rrK ^ (0 <C x <C a ). 

/W 十 M 

当 0 < a : < 时，/ " Cr ) > 0. 

m 十 n 

• • 

当」^ < x < a 时， / Cr ) < 0. 

m +n 

因此当时， /( x ) 有极大值- 

m + n 
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§ 13 . 函数的极大值与极小值问题 第二章一元函数的微分学 




( m +7 l) wHn 


【1559】两个正数的乘积是常数 a ， 求这两个正数的 m 次幂 
与 n 次幂 (m > 0 ，n > 0) 之和的极小值. 


解设一正数 h 则另一正 数为！ (0< a *<+ oc ), 根据题意， 

X 

要求函数 

/(:) = (0< x <+ oo ), 

的极小值.由于 



令/ "( J ，） = 0，得，= 显然 
当 0 < : r 〈 （^ 广” •时， / ( or ) < 0. 

当(会广 *< x <+ oo 时’’ ( j ) 〉 0. 

因此•当 I = (5 Y n a ^ 时，函数 fix ) 有极 小值. 


4 U a^]=(m + W )(—). 一 

【1560】在什么样的对数系中存在着等于对数本身的 
解设所求数为〜则 0< a <+ c «, a ^ i ， 问题即为“为怎 
样的表，才能存在数 ：r > 0,使 

\OgaX = X , 

设 fix ) = X— \ogaX. 

则 /⑺ = 

当 0< a < l 时， 

/(x) >0 (0<:r<+oo )， 




吉米多维奇数学分析习题全解 (二: 


即 /( x ) 在(0,十⑺）是严格单调增加，而 

/( a ) = a — 1 < 0, • 

4 i )=7 +1 >°* 

因此存在唯一的 J：。 6 ( a ， j) 使得 /( T 。） = 0, 即 log^JTo 


当 l < a <+ oo 时，令 / Cr ) =0得 


\na 


.经判別知当 


Ina 


时， /(* r ) 取到最小值 


4忐)， 


lna 


一 lo& (^)， 


若 /( 忐)> 0知，不存在 I 使得 fix ) = 0•而 

士 - lo O =io&e + io&(itu?> 

— loga ( elna ) , 

所以当 elnfl > 1•即 a > 时不存在 : r 使 Io&jt =二 
若 elm = 1•即 a = ，则 /( 士) ^ 0,即+ = loga +• 

若 elna < 1. 即 1 < a < e + 时, /( j ^)< 0 •而 
lim /(^) =+ oo , lim /( x ) =+ oo t 

知存在 & e ( 0 ， i ) 及 ^ e ( i ^，+°°)， 使得 

fix\ ) = 0 ， yXa ： 2) = 0 ， 

亦即 x x = \ ogaXx ，* r 2 = loga - ra . 

综上所述，当 0< a < e + ，且时，存在 : r > 0,使得 :r = lo & j ：. 

【1561】从面积为 S 的所有矩形中，•求出周长是最小的 
矩形 • 

解设矩形的一条边长为 A 则另一条边长为则其周长 


§13. 函数的极大值与极小值问題 | 第 二章—元國_ 藝赛。 

为.•‘ /⑴ =2 (工+吾)， 

而 / "( jc ) = 2(1- 多)， 

由 f ( x ) =0得 j：=y^， 当0 〈工 〈々，/'(工) <0- 当 M 〈工 <+ 

00 时，/ 7 (•!•)> 0. 

故/(斤）为 /(X) 在 (0，+a) 内的最小值 • 

因此,所求矩形为以^为边的正方形. • 

【1562】如果直角三角形的一条直角边与斜边的和是常数， 

求面积最大的直角三角形 • 

解设一条直角边为 《r, 则根据题设另一条直角边为 

\/(a — x) 2 —x 2 = Va 2 — 2ax , 

其中 a 为定常数，0 故直角三角形的面积为 



令 S ，( x ) =0 得 工=兮. 


当 OCzCtS ’ Cr )〉。.. 


当 f 0 <f 时， S ' U )<0. 

故 s (号)为 SCr) 在[ 0 ,晉]内的最大值 • 此时，斜边长为 — 

A = ^，它是 一 直角边的两倍，故此直角三角形的两锐角分别为 
3 3 

30° 及 60°. 

【1563】在怎样的尺度下,容积为V的圆柱形封闭罐的总表 
面积是最小的？ 


417 



吉米多维奇数学分析习题全解(二） 

解设底面半径为 A 则高为 A = 故圆柱的表面积为 

S(x) — 2 tzx • + 2 兀 : 2 = 2nx 2 4- — * 

7t：r x 

而 S 7 ( x ) = 知々- 2 - ' 

x L 

令 S’(JT) = 0 得 : r = 

当 0<:<^ 时 〆 Cr )<0. 

当 7^ < x <+°° 时, S ' Cr ) > 0. 

^^为 5( |〉在 (0 ，+° 0) 内的最小值.因 

此当底面半径为 浪， 高为 i = 2 7^时有最小面 

【1564】在不超过半圆的已知弓形内嵌人面积最大的矩形， 
解如1564题图所示，不妨设圆的半径为单位长度.弓％所 
&的圆心角为2#常数），所嵌入的矩形 ABCD 所确定的弧 ($. 
S 所对应的圆心角为 2* r ， 即 



1564题图 

/iHOG = Zip% / CXJD = 2x. 

Ot’ = cos^，_fU = siar. 


贝 I 
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§13. 函数的极大值与极小值问题 第二章•--元函数的微分学 

EF = cosx— co 平 
从而矩形面积为 



Six) = 2FC • EF 

= 2 siar(cosx — cos 沪） 

= sin 2 x — 2 siarcos^) , 

而 

S 7 (x) = 2 cos 2 x — 2cosj- • ⑴呼 
= 4cos 2 x — 2 cosx • cos < p ~ 

令 S ， Cr) 

= 0 , 并注意到 cosx > 0 得 

cos<p+ V cos 2 cp + 8 
■ - ~~ - ~~^ — • 

由于 

x< y. 

故 

COS 95 ^ C0SJ-. 

于是有 

^(x) =— 4sin2x + 2siarcos^ 

4sin2x 4 - 2siarcosx 

=— 3sin2x <0, 


这说明当： = arcco S _ COS y + 々 OSX + 8 时， S(:r) 达到极大值•由 

于只有一个极大值，所以它也是 0 < o: < p 内的最大值 • 

【1565】在椭圆_ +^ = 1中嵌人边长平行于椭圆轴的面 

积最大的矩形. ^ 

•解如 1565 题所示设椭圆方程为 



1565题图 



a 2 1 6 2 一丄， 

设 iWCr ，： y ) 为矩形的在第一象限的顶点.因为 M (: c ，： y ) 在椭圆•故 
须满足椭圆方程.因此 



所以矩形面积为 

S ( x ) = 4 — • x \/a 2 — x 2 (0 ^ x ^ a) , 

a 

S ， (x) = 4 
令 SO ) = 

当 + 时 <(: r ) >()• 
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当为< …时 Wa 


故当 : c = ^时， SCr ) 取 [0， a ] 上的最大值 S (^)=2 ab . 


即当矩形的边长分别为7^ W 2 b 时，矩形面积为最大，最大面积 
为 2 a 6. 

【1566】在底边为高为 / i 的三角形中，嵌入周长最大的矩 
形.研究此问题有解的可能性. 

解如1566题图所示 AB = b ， CD = A , 设嵌入矩形的边长 
分别为 Ay . 如图所示，则 

b h f 


故 x = j-Ch — y ). 

矩形的周长为 

p ( y ) = 2 y + l(h — y ) 


13. 函数的极大值与极小值问题 


第二章一 





1 S 66 题图 

= 2[(1- 1■卜 6]， 

显然，当 A = 6时,周长/> = 26为一定值•当/ I 〉6时， 

/ >，(： y ) =2(1-|~)〉0， 

所以，/>单调增加，故当 y = h 时，有边界极大值/> = 2/1，但此时工 
= 0,所嵌入的矩形不允许边长为 0. 故此时嵌入的矩形有最大周 
长者是不存在的，即问题无解.同样，当 /I < 6时，问题无解. 

【1567】用直径为 d 的圆木切出矩形横断面的梁，此矩形的 
底为6,高为 M 如果梁的强度同狄 2 成正比，最大强度的梁的尺寸 
应是多少？ 

解 由于 

故. h i = d i - b \ 

从而知要求 

JXb) = 6 (^-^), 

何时取最大值.由于/ (6) = ^ _ 36 2 , 

由/^(6) = 0得 6 = i 

当0<6<丢时， / W )>0- 

当时，/^)< 0 . 

73 

从而知/(为)为/(6)在(0,心内的最大值.此时 A = 即所 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (二） 


求矩形的底为高为 d 

73 

【1568】在半径为 R 的半球内，嵌入体积最大的以正方形为 
底的长 方体. 

解设六面体的底面边长为 2 i ， 高为 2： y ， 则有 

+ y = r 2 (°<^<^). 

从而 V = y R 2 - 2 X 2 . 

六面体的体积为 

V ( x ) = (2 x ) 2 • 2 y = 8 x 2 VR 2 — 2 x 2 ， 

V f ( x ) = l6x(Ri 

VR 2 - 2 x 2 

令 V \ x ) = 0 得 : r = J ： —。(舍 去). 

当 0< x <#： 时， V ’ Cr )>0. 

当4<><导时， V ’ Cr )<0. 

73 72 .• 

所以 V ) 为最大值，此时: V = ；^即当六面体为正方体时，体积 

最大，最大体积为 - 

【1569】 在半径为 R 的球体内嵌人体积最大的 圆柱. 

•解设圆柱的底面半径为「，高为2/1，则有 

h 2 = R 2 (0< r < K ), 

即 h = VR - — P . 

故圆柱的体积为 

V ( r ) = nr 1 • (2/ i ) = 2 izr y / R 2 — r 2 ， 
y r {r) = 2 izr (2 R l ~ Zr ) 
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13. 函数的极大值与极小值问題 


第二章一元函数的微分学 


令铲 (r) = 0得 r = ^1?及 r = 0( 舍去). 
当0 时，铲 (r) > ()• 


所以 v ( JjK )^ v ^ 在[0,尺]的最大值.此时/I =务且 


v (VT^) = i§- 

【1570】在半径为 K 的球体内嵌入表面积最大的圆柱. 
解如1570题图所示设圆柱底半径为 r ， 高为 2 h . 则有 




1570题图 

r = Rco^pjx = R • sin^. 

从而圆柱的表面积为 

S-27tr+27rr. (2h) 

= 2nR ? cos 2 + 47ri? :? sin^x:os^. 

— kR 2 (1 + cos2^) + 2ttR 2 sin2^-. 


则 



2 nR 2 s \ r \2 (p + iitR 2 cos2 沪， 


令^ = 0 得 tan2^ = 2,其解为 







吉米多维奇数学 分析习 题全解(二) 




-|-arctan2 6 ( 。 ’ 号 ). 


于是 sin2^o = — ,cos2^ 

V 5 


71， 


而 


d^S 

d < p 2 


9 =<h 


— 47c/? z [2sin2^)+cos2^] — 一 4-/5tcR 2 <0 


故当 p = 抑时，表面积最大，最大表面积为 


S 


( 4 ) 


+ 2tzR a 




tcK 2 (1+75). 


【1571】对已知球作体积最小的外切圆锥. 
解 设外切圆锥的底面半径为 I ，高为 h 则 


X 

R 



V(h-R) 

解之得 

于是外切圆锥体的体积为 


J ? 2 


V 


V : 


h 


2nR 


x 1 


AtzR 


3 x z -R z 
x 3 (x 2 -2R 2 ) 


U>R) 


令 


3 (x 2 -R 2 ) 2 * 

0, 得: r = W , 其他根不合要求，故舍去. 
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§13. 函数的极大值与极小值问題 第二章 .一 元函数的微分学 


当尺0<#尺时, v ^ co . 

当咖 < X <+ cx > 时， V 、> ()• 

故当1 = 7^时， v 有最小值 

V(^2R)=Z-^R\ 

所以,外切圆锥的最小体积为球体体积的两倍. 
【1572】求出母线为/的圆锥的最大体积 • 

解设圆锥的底面半径为 * r ， 高为 A ， 则 

h= JF^?. 

故圆锥的体积为 

V ( j -) = y / l 2 — JT 2 (0 < X < /)* 

V-(x) = l^ (2 ^ 2) . 

3 


令疒 ( x ) = o 得 i 




经判别知 v 为最 大值. 

因此，所求圆锥的底面半径为# . 高为 h =翕 .最大体积为 



【1573】在顶角为 2 a 且底半径为尺的直岡锥内，嵌人表面积 
最大的圆柱/ 

解设: r 为圆的底面半径，/ * 为圆柱的高， H 为圆锥的高(如 

1573 题图所示），则 

h _ R — x 
H 一 ~ R ~ 9 

故 h = 

其中 H = Rcota 为 常数. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二) 



1573题图 

故圆柱的表面积为 

S ( jt ) = 2 kjt 2 + 2 nx • h 


2k[j 2 +j(1 - 秀 ) H ] 


于是 S \ x ) = 2 tz [2 x + H -^ H ). 

令 <( t ) =0 解得 

二 _jRH_ 

T ~ 2( H - R ) 9 

此值应在 0 与 1? 之间，故有 R < H. 且 

,_ R ^ I 
tana = H < T t 

显然，此时当 

工 — 冊 — 尺 

2 CH - R ) ~ 2(1-tana) 

时， SCr) 有最大值. 

【巧74】求出点 M ( p ， p ) 到拋物线 y 
解 只要考虑函数 


2 px 的最短距离. 


f ( y ) = (x — p) z + (y — p ) 2 

= x 2 — 2 px + p 2 + ^ — 2 py + p 2 
= x 2 + Zp 2 — 2 py 


的极值即可. 


/( ： V) 


2 办 + 2 , 
v 3 - 2 / 

P 2 • 
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§13. 函数的极大值与极小值问题 


第二章一元函数的微分学 


令 /'(： y ) = 0得 : y =於/?. 

经讨论知为最小值.因此，最短距离为 

V/( 於 P) = + 2/+2 W 

= "f + 2 -2 为 . 

【1575】 求出点 A (2,0) 至圆 x 2 +： y 2 = 1 的最短和最长 
距离 • 

解显然，最短距离为1,最泣矩离为 3. 事实上，求 
f ( jr ) = ( j * — 2) 2 +y = 5 — 4. r . 

在[一 1，〗]太的最大值与最小值.由于 / Cr ) 为线性函数，故最大 
值，最小值只能在边界上取到，显然 /( 一 1) = 9为最大值,/( I )= 

1为最小值.故最长距离为/7^=^17= 3,最短距离为 /7 xiy = i . 
【1576】 求椭圆_ +^ = l (0< b < a ) 经过顶点 (0, 一 6) 


的最大弦. 

.解我们首先求下面函数的极值 

f(x) =x 2 +{y + bY =^+y 2 -\-2by+b 2 

= ( a z -^ y )+ y +26 y +6 z 
2 

=( l -|?)/ + 2 b + a 2 +6 2 . 

贝 1 J /( y ) = 2(1 — & )) + 26. 

令 /(： y )=0 得 


要使 j = 


尸 = 7 (c = Va 2 -b z ). 

^ 为椭圆上点的纵坐标必须 g < 6,即炉< r 2 . 亦即办< 


经判别知当5 = 会)时， /( W 取最大值 





吉米多维奇数学分析习题全解 匚） 





此时 


x =土 ~ V a 2 — 2 b 2 ， 


因此，最大弦为 


弦的一端为 ( 0 ， W , 另一端为(士餐 vV - 26 2 , 备). 

若则当 一6<： y <6 时， 

2 2 

/( y ) = 2 ( 1 — &> + 26 > 2(1 — | j )(_ 6)+26 


2 a ! 


> 0 , 


故当 y = f?，x = 0 时，取得弦氏的边界最大值，此时最大弦长 
为 26. 

【1577】过椭圆 




上的点 MCro ) 引出一条与坐标轴构成一个面积最小的三角形的 
切线. 


解 切线斜率为々 


b z x 

a 2 y 


. 于是切线方程为 


Y - 尸 - € (x — x) ， 


不失一般性.设点 M 在第一象限.于是切线在两坐标轴上的截距 
分另0此，所求三角形的面积为 


SCr ) 


a 2 b 2 


o?b 


2^ 2xv^=? 

要求 SCr ) 在 (0, a ) 内的最小值点，只须求出 
f ( x ) = x 2 • ( a 2 - x 2 ), 
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在 ( o ， a ) 内的最大_点.而 

f\x) = 2a 2 x — Ax 2 . 

令./(工）=0得 ； r = ^|， 经讨论知 /( 袁)为 / Cr 〉 在 (0， a ) 内的最 

大值.此时 y = j ^. 因此在点 M (；|， 会)所引的切线与坐标轴构 
成的三角形面积为最小，最小面积为 

帶 

72 72 

【1578】一物体是个直圆柱体，其上端为半球形，如果此物 
体的体积等于 V ，问在处怎样的尺寸下此物体的表面积是最小的？ 
解 设: r 为圆柱的底面半径， A 为圆柱的高，则据题设有 

V =喜 TTT 3 + 7 ： X 2 • h. 


x . 


故其表面积为 


S ⑴ = 3^+2nx.(^-|x) = f 一 + 亨 


令 S '( x ) = 0,得 《r = 




，即当 


^•经讨论知 s (1) 为最小值，此时 /i 
时，表面积最小. 


— V 57 c $ H ^ 一 } ，不 用 t / j 、 

【1579】明渠的横断面为等腰梯形，如果渠道中流水的横断 
面的面积等于 S , 水位等于渠道两侧的坡度 p 是多少，才能使断 
面被水浸湿的周长是最小的？ 

解浸水周长为 I = a + 2 / 1CSC95 

其中 a 为底边长.又截面积为 
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1579题图 


所以 


S = + 2hcot(p)h = oh +A 2 coty ?， 

S 

/ = — - hcoXcp-\- 2hcsc<pn 

^=^ r -2h^. 
d<p s\n c <p siTvcp 


令靠㈡得 co，= 如所以 9 =| ■•经讨论知，当 ？ =号时， Z 有 


最小值，所以当 <p = f 时，横断面积被水浸周长为最小. 

【1580】假设封闭曲线所围的面积为 S 圆周也包围同样的 
面积 S, 则封闭曲线的周长与圆周长的比称为该曲线的“弯曲性 
设等腰梯形 ABCD(AD // BC) 的底边 AD = 2^锐角 BAD 
= 〜 等腰梯形形状如何才会有最小的弯曲性？ 

解 设腰 AB = CD = x, 则梯形的周长为 


I = 4“ + 2x(1 — cosa). 

梯形的面积为 S = (2a — xcosa)xsina. 

^ S = kR 2 得 J? = j y ( 2a — xcosa)xsina. 

V7T 

相应的圆周长为 L = = 2 VTz ( 2a — : rcosa):rsina ， 

则弯曲件是为 = ^ ^^_ COSa) • 

乙 \/7c(2a — xcosa)jrs\na 
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:— asina [ x(l + cosa ) — 2 a ] 


心 \/7c[(2a — xcosa)jsina]^ 

令£ = 0 得= ^ sec 2 f ，经讨论知此时6有最 小值. 即当 AB = 

CD = asec 2 f 时，梯形具有最小的弯曲性. 

【1581】从半径为只的圆中应切去怎样的扇形，才能使剩余 
部分可卷成一个容积最大的漏斗？ ’ 

解设余下部分的中心角为: r ， 则漏斗（圆锥）底面的周长为 

Rr ， 底面半径为胃，其卨为 


R 2 


(I) 






则容积为 


V(x) = h (^) 2 


24^' 


4?^ 


(0<x<2k). 


为求 V ( x ) 的最大值点，我们只须求下面函数 / Cr > 的最大值点 

fix) = x 4 (4 丌 2 —x 2 ) (0 < a: < 2 丌)， 

f (x) = 16tt 2 x 3 — 6x 5 . 

參 

令 / Cr ) = 0得 * r = 2兀^.经讨论知 /(2 兀 为最大值•因 
此，所割去扇形的中心角应为 

【1582】由南到北的铁路经过 B 城，工厂 A 距此铁路的最短 
距离为 a 千米，距北面的 B 城为 A 千米.为了从 A 到 B 运输货物最 
经济，从工厂建设一条专用线，如果每吨货物沿专用线运输的价 
格为每千米/>卢布，而沿铁路为每千米9卢布(/> > 9) ,问专用线 
应该与铁路成怎样的角度0 
解所需运费为 

F = ( Vb 2 — a 2 — acot<p)q-\- \/ a 2 a 2 coUpp 
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1582题图 

= q Jb z —a z — aqcotip + ap csap 9 



令 ^ = 0得弘 


arccos 


经讨论知 F 在外取最 小值. 


故当 arccos 




_ CX _ 


最省 •，当 arccos 寻< arctan 吾时，则取外= arctan - 7 ==^ »即直 

P b Vb z — a 2 

接建侧轨联接 A 与 B 时运费 最省. 

【1583】两船各以同定的速度 m 和^沿直线航行，彼此前进 
的方向成0角,如果在某时刻它们与其路线交点的距离分别等于 a 
和6,求两船之间的最小距离. 

解 设两船与路线交点分别为时的时刻~ =0,则时刻 
£时两船的距离 S 满足： 



fit) = S 2 


1583题图 




函数的极大值与极小值问题 



元 函数的微分 • 



= (a + W ) 2 + (6 + M ) 2 —2 (a + W 〉(6 + U ) cos ^， 

f ( t ) = 2 (a + itf ) - {-2( b ~\- ut ) v —2 (bu - {- cru -\~2 trut ) cosd . 

令/⑴= 0,解得 ’ 

__ au -\-bv — {au -\- bu ) cos 6 
1 M 2 + 1 / — 2 twcos 0 • 

经讨论知, /(/,) 为最小值，且 

r (t \ = [(qt ； — 6u)sinff] 2 

1 w 2 + z/ — 2uucosd 9 
因此，最小距离为 

S = \ av — bu | sin ^ __ 

\ Iu l — 2 m ; cos ^ 

又两船之间的最小距离也可在 =0 之前达到，类以可求此 
时的最小距离为 

g = \ av +bu 1 sin ^? 

y/u^+ 7 / — 2arcos^ 

【1584】在 A 、 B 二点处各有一光源，其烛光强度分别为 & 
和$，在线段上求出最小照明点 M . 

解 设 AM = * r , 则照度为 

I = ^ Lj _ §1 — 

: r 2 + ( n ) 2 ’ 


0 之前达到，类以可求此 


r 一争 


令7、= 0得 S 2 P 


I 2 S 2 

卞 (a-W 

Si (a — x ). 


解之得 x 


a ( i+ 7 ID ， 


经检验知 / 卜 ( l + l ) 1 为最小值. 


【1585】发光点位于半径为/?和 r ( i ?> r ) 的两个互不相交 
的球的球心连线上，而且位于两个球之外，发光点在什么位置，才 
能使两个球表面照明部分的和是最大的？ 

解 设发光点离大球中心之距离为 * r , 两球中心之距离为 a , 
则所照射到的大球球冠的高 A 满足 
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.1585 题图 


R-h 


所以根据球冠面积公式知照明部分面积之和为 


S(x) = —^■)+27rr(r — 二 


CR < j : ^ a — r ) ， 


^ = 2nR： 


— 271〆 


(a — x ) 


令 g 


0 得 


+ ( i ) ? 


又由 x < a — r 可得“ 一 厂 ， 

当 a > r + 尺 I ， 且 i = — r 时，照明面积最大 • 

r 1 + ( i ) 

当 r + RCaO + R # 时，显然 3 x = a — r 时，照明面积 
最大. 

【1586】圆桌的半径为〜应该在圆桌中央上方的什么位置 
安装电灯，才能使圆桌边沿上的亮度是最大的？ • 

提示: 照明亮度用下式表示 
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l = k^. 

其中 p 为灯光的倾角 

r 为光源离被照面积的距离 
k 为光源强度 

解如1586题图所示.由物理学知，照明亮度 J 为 
I = k ^ = k - 


c 


B 


1586 题图 1587 题图 

设 /( r ) = ―^ - = ^> (0 < r<+oo) f 

则 /(—-♦+ 竽. 

设/ ( r ) =0,解得 r = ^ a ， 经讨论知/ (^ a ) 为最大，此时 

因此，应在圆桌面中央上离桌面距离 g 的地方安装电灯，才能使 
桌子边沿上的照度为最大. 

【1587】 向宽为 a 米的河流修建一条宽为 6 米的运河，两者 
成直角相交,能驶进这条运河的船舶的最大长度是多少？ 

解如1587题图所示， BC 的长度为 
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b 


s\r\(p cos^ 

dl = 6 sin 3 y — qcos^<p 
d<p sin 2 <pcos 2 <p • 


令聋= 0 ,得 t ，= ( f ) 3 . 


从而 


SU\(po 


COS<po 
d<p z 


(a 3 +63 )i 

(J + 山 + 


3 ( 


b 


)>° 


而 • ' ■ • cos^o Sin 弘 

因此/(外）为最小值,即船的长度不能超过 


Kcpo) = 

【1588】船舶航行一昼夜的耗费由两部分组成:固定部分等 
于 a 卢布，变动部分与速度的立方成正比增加,问船舶以怎样的速 
度^航行是最经济的？ 

解 设航行的全程为速度为％则总耗费为 


Q=U + ^).f = f + 


》=—弓+2如： 

UX ； V 

令管 = ()• 解之得 X ；。= ! jf k . 显然当 T ； e (0， T ；。） 时，£<0.当 T ； 
> v 0 时，# > 0 . 所以 Q ( vo ) 为最小值.即当船以速度队= 



航行时最 经济. 

【1589】位于粗椅水平面上的货物重董为 P ， 要求用力将货 
物从原位置移动，如果货物的摩擦系数为々,问作用力与水平面的 
倾角是多少能使所需的力是最小的？ 
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解 设作用力 F 对水平面的倾角为 a ，则 
Fcosa = k(P — Fsina ) 9 


即 F = —— 皆 —.• 

cosa + 々 sirto 

令 • y ~ cosa + ksina 9 

要使 F 最小，只要3/最大 

y a = ~ sina + 々 cosa. 

令 y。 = 0,解得 


又 


ao = arctan^, 

y a I a-*. =— coso 0 — k^inao < 0, 


即当 a。= arctan^ 时，: y 为最大，从而 F 为最 小力. 亦即此时最 
省九 

【1590】在半径为 a 的半球形杯中放一根长度为/ > 2a 的 
棒，求棒的平衡位置. 

解 取球心为坐标原点•当 2a </< 4 a 时，设棒的重心竖坐 
标为 z， 棒对杯口所在平面 GQy 平面）的倾角为 p 则 


=- 


^2acos<p- sirup (o< 9 <-|). 


当棒平衡时 a 最小. 因此求 $ 的极值.而 


4flCos 2 炉 + +cos^> + 2a. 


令= 0,得 


rn _ l + Vl 2 f 128a 2 hr e、 

f - 16a -(舍去负值). 

经检验知此时 -V 为最 小值. 因此当 cos^ = 1 ~" ^ + 128a - 时棒取 

平衡 位置. 当/ > 4a 时，棒的重心在半球外，此时棒失去平衡，无 
平衡 位置. 
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§ 14 . 曲线相切.曲率圆.渐屈线 

1. n 阶相切有两曲线 : y = ( p ( x ) 与 : y = < p ( x ) ， 若在点 jc 。 : 
<p (k) (x 0 ) = (p (k) (x 0 )(k = 0,1 ,2,—7|). 

且 ^>( Xo ) ^^>( o ： 0 ). 

则称这两曲线在点 X 。上有〃阶相切(严格意义上讲!） 

在这种情况下，当 —A 时, 〆 : r )—0 Cr ) =(：)• ( x -^ o )^ 1 . 

2. 曲率圆圆周 Cr — $) 2 + ( 3 ；_浐）=记与已知曲线 : y = 
fU ) 有不低于2阶的相切，此 1 圆称作在对应点的曲率圆. 

这个圆的半径为称作曲率半径;而称 
为 曲率. 

3. 渐屈线曲率圆中心($， 7 )(曲率中心） 

f =: r _^ i 4^， ?= y + i±A 

y 1 y 

的轨迹称作已知曲线 ：y = / Cr ) 的渐屈线. 

【1591】选择真线 y — 的参数々和6,使其与曲线 _y = 

a 3 - 3 x 2 + 2有高于1阶的相切 • 

解要使直线与曲线有高于一阶的相切，必须有 

(: r 3 — 3 a : 2 + 2)" =(虻 + 6)" = 0，. 

即 6 «r — 6 = 0， 

即 I = 1. 同时在 《r = I 两个一阶导数也应相等，即 

豢 

( x 3 — 3 x 2 + 2) 7 1 >r =i = (kr +bY i x =， i . 

从而 ^ = 3«1 2 — 6»1 =— 3, 

且当 * r = 1 时， 

(— 3^ + b ) I T=1 = ( x 3 — Zx 2 + 2) 丨 r — 】， 

即 一3+6 = 0, 

6=3, 

因此，所求直线为 y = 3( l — i ). 

【1592】为使拋物线 y = or 2 + ftr + r 在点 : r =心与曲线 y 
有二阶的相切，如何选择系数^6和 c ? 
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⑽曲 线相切.曲率 圖扇线 

解 要使 : y = or 2 +&r + c 与 : y = e 1 在: r Q 处有二阶的相切， 
则必须有 

f 肛 0 + ftr 0 + r P ， 

j 2 ar 0 + & = e x o , 

12a = e 1 。 ， 

解之得 a = ，6 = （1 — x 0 ) ， 

c = e :。(1- x 。+ y ). • 

【1593】下列曲线与 ( ir 轴在点 :r =0 处相切的阶是多少? 

• • 

(1) y = 1 — cosx ； 

(2) y = tarir — sinx ; 

(3) ^ — ( l+x + y ). 


解 （ 1〉y = siar ，： y" = cosx. 
于是 y I x -o = 0，/ U-。= 1 ， 
而对于 Qr 轴，其方程为 y = 0 .故 


/ 

y = 

0 9 y (n) =0 (n = 1 ， 2 ,…）， 

因此，曲线 《y = 

=1 一 com: 与 Or 轴有一阶的 相切 . • 

(2) y = 

sec 2 :c — cosx, 

// 

y = 

2sec 2 xtaar + sinx ， 

y w - 

: 4sec 2 xtan 2 x + 2sec 4 x + cosx, 

因而 ^ 1 x=o = y L=o = /L-o = o. 


： y’L=o = 3 关 0 ， 

因此，曲线 ：y = tarir — sinr 与 Ox 轴有两阶的 相切 . 

(3) / = e 1 " — (1 +x),y = ^ — l ，： y’ = e J ， 

因而 y\x=o = ： y’ lx=o = y f \x=o = 0,^| x =o ^ 0, 

因此，曲线 ：y = f —(l+x + 夸)与 Qr 轴有两阶的相•切 •- 

等 

【 1594 】设曲线 j = e— : 2 (当 o:/0) 及 ; y = 0( 当 : c = ())• 佐 
明：曲线在点 z = 0 同 Qr 轴相切的阶为无穷大 . 
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证明由1225题的结果知 

y ”〉 L=o = 0 (n = 0，1，2,…)， 

即所给曲线在 : r = 0点与 Qr 轴无穷阶 相切. 

【1595】求出双曲线 : r：y = 1在下列各点的曲率半径和曲率 
中心:⑴ M ( l , l )；. (2) N (100,0.01). 

紐 —1 / 1 // 2 

解 卜？ 厂 -pa = 孑 
(1) 在点 M ( l , l )， 

^ix-i = i»y l=i =—i»/ix=i = 2. 

于是曲率半径为 

R = 0_^ = [1 + (-1)]^ 

曲率中心($， 7 )为 


V 2, 


v = = i + f 

(2) 在点 iV (100，( X 01) 有 


- 1(1 + 1 ) 


y \ x-ioo 

y I x=io( 

于是曲率半径为 


o.oi,y u= 

: 2 X 10' 


— 0 . 0001 


1 + (1( T ” 
2 X 1 CT 6 


5 X 10 f 


6 一 


，（1 + V /2 ) 


， y 




: y + 




io _ 2 + 


求下列曲线的曲率半径 (1596 
【1596】拋物线 y =2/>: r . 

解 y =上，: y 〃 =_ 4/ =- 




^ 150, 

1 + 10 一 8 
2 X 1 CT 6 

- 1602). 




5 X 10 ; 
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14. _ 线相切 ，曲車 圆.漸屈线 


于是，曲率半径为 


脊 A 

y 




夕1+ 




【1597] mmf 2 +^ 




l ( a ^6>0) 


解不妨设 a > A ， 则 


b 2 x // 


b 1 , b 2 x / 

一 


6 4 

oV ' 


于是曲率半径为 


/ 1 + 6 V\ T 

Slla\y z .l ■ = 处」 

6 4 a 4 

^TTP • 

( a A b 2 - a 2 b 2 x 2 + b A x 2 )^ 
m/ 2 a 2 —b 2 9\2 


.4 _2 


+ 6 4 ¥)音 
^ b A 


a 3 fe 3 ( a 2 -^ 


其中 




a 4 6 4 


为椭圆的离心率. 


UW ) 音 

ab 


【1598】双曲线 


解 


b 2 x // 

巧 0 ； 


卜 1 . 

b A 


于是曲率半径为 


aVi (a 2 b 2 x 2 -a^b 2 ^b A x 2 )^ 


a A b A 


吉麵奇数学分析习题全解(二 ） j 


/a 2 +fc 2 
I a 2 


4 


(ex 2 一 a 2 )l 


ab 


ab 


其中 


Va 2 + b 2 

a 


为双曲线的离心率 . 


2 


【 1599 】内摆线 =ai 


解 y =~ 

于是曲率半径为 




3x3y 



x 



沾讣 I 3 x ^3 

【 1600 】捕圆 : r = acostyy = 6sin/. 

bmst 


3 I axy I 


解 


t 




COU, 


于是曲率半径为 


A(i_ 1 ) 

a \ sivct! 


b 


asint 


a 2 sin 3 ^ 


( i+ S co 叫 

b 

a 2 I sin 3 f 


R 


(a 2 sin 2 t^rb 1 cos 2 0^ 
ab 




a2 - b -cosh 


) 


ah 


a i — 


(1 — € 2 COS 2 




其中 e = u 为椭圆的离心率 . 


【 1601 】摆线工 =a(/ — sin/) 9 y — a(l — cost). 

解 t 




a(l — cosO 


cot 


442 




14. 曲线相切.珐座圆.渐屈线 第 


—元函数_分学 




(cot 


2s " 2 1 
a(l — cost ) 


4 a sin 4 


于是曲率半径为. 


—( i + y !) 音 —（ 1W +) 


f/ 

y x 


4 a sin 


4 a sin 4 


4 a 





【1602】圆的渐伸线 = a (cost + ^ sin/),.y = a ( sin / 
/ cos /). • 






解 # = tan/ ，# = ^ = ^? 


曲率半径为 


(1 + tan 2 /) 


u \ t \. 


^ 1 sec 3 / 1 • 

a \ t \ 

【1603】证 明:二 次曲线 y =2/> x —? r 2 的曲率半径与法线 
段的立方成 比例. 

证明曲线的曲率半径为 


(1 + 


9 

y 


而法线段的长为 


I = \ y \ Vl+y 

醜 ^ = TJTV 

下面求 y /. 因为 

y = 2px-qx\ 


443 





上式两边对 工 求两次导数得 

t // I /? 

yy = P 一取 yy +：y = — … 

上式乘以: y 2 ，并将3^/ = P — 弘代入得 

y 2 y f + (,p — qx) 2 =—q(2px — (pc ) 2, , 

化简得 y 3 y =- p 2 , 

因此吾 = T^TTF ， 

为一常数. 

【1604】写出用极坐标表示的曲线的曲率半径公式. 

解设曲线的极坐标方程为 r = r ( p ) ,则由 

x = rcos(p 9 y = rsin^?. 

有 办二 / siny + rcosy 

dr r cos^> — rsiiKp ? 

d 2 y_ <+2〆 2 -〆 ， 
dr 2 (r cos(p— rsin 史 ) 3 ’ 

甘 rh / _ dr // d 2 r 

其中 r = v r = v - 

于是曲率半径为 

( r+/ 2 )i 

I ^+2〆 2 —rr" I ， 

求下列用极坐标表示的曲线的曲率半径(参数是正数 )(1605 
〜 1608). 

【1605】阿基米德螺线 r = 呼. 

解因为 〆 =〜 r 〃=0, 

于是曲率半径为 

R= (r 2 +W 

/^+2 a 2 • 

【1606】对数螺线广=此％. 

解 ’ r = ?nae ,nf — mr t r — m 2 ae ,rtlp — nr r y 
所以曲率半径为 
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14> 曲线相切率圆 t 漸屈线 第二章一元函数的微分学 


( r ^+ m 2 r^)i 
I r 2 ^2m 2 r 2 -m 2 r 2 \ 

_ r ^ d + m 2 )^ _/i , ...2 


=r v\ 


【 1607 】心脏形线 r = a (1 屮 cos<p) 

解 r =— asin^f r =—acos^t 

于是曲率半径为 


【 1608 】 
解 〆 


_ [a 2 (I -f cosy ) 2 +a 2 sin 2 y~|^_ 

a 2 (l + cos ^) 2 + 2a 2 s\n ? <p-\-a 2 cos<p(\ + COS 9 ) 

272q 3 (1 + cqs<p)2 nr - 

3fl 2 (1 + cosy) - 3 nQr ， 

双纽线 r 2 = a 2 cos 2 ^. 

_ a 2 s\n2(p 


2a’cos 


—a 2 sin2<zr ， 


〆 + 2〆 2 — ， 


3^ 

7 


,( r +/ 2 )^ =^r ， 


所以，曲率半径为 


z 

3^ 


a ： 

3r 


【 1609 】在曲线 j = lar 上求出曲率最大的点 • 

解 / = 7，/ = _$， 

所以曲率半径为 


R 二 


(4) 


(i + «r 2 ) + 


要求曲率最大的点，只须求函数 





/ ⑴ 


(1+x 2 ) 3 


的最小值点. 


fix) 


2 ( 1 +^) 2 ( 2 ^ 2 - 1 ) 


令 /( X ) = 0，得^ g 及 r (不在函数的定义域内舍去) 

当 0<: r <; 时, / Cr 〉<0. 

当+<了<+00,/(:)〉0. 

v 2 


因此，当 


X 


7i 


时, /( or ) 取最小值. 


所以，当 


X 


Ti 


: V =—¥ ，曲率半径为最小，亦即曲率为 


最大. 


因此，所求的点为(古，- 

11610] 三次拋物线 : y 


ln2 


)• 


kx 


(0<* r <+ oc ，々>0) 的最大 


曲率等于 T ^， 求出达到这个最大曲率的点. 
解为方便起见，设 r = 4•.因为 


y = 3cr 2 ， y” = 6cr ， 


所以，曲率为 
K = 


y 


Sex 


( l + y 2 )+ (l + 9r 2 ?)i 


(j> 0 ) 


dK _ /l+9r 2 j i (l-45c 2 y) 

dr (l+^x 4 ^ 


令 f 


0 得 


45r 


Cr 0 >0). 
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曲线相切.曲率圆,渐屈线 第.二章一元函数的微分学 


当000。时，差 >0. 


dk 


当： r 。< J ：<+ oo 时, g <0. 

所以， KU Q ) 为 KU ) 的最大值. 
根据条件有 


K(x 0 ) 


6 c ^5? 

( 1 + 9fZ • 士 ) 


(If 


To 7 


解之得 


从而 xl 


1875 
5 3 X 10 6 * 


5 2 X 10 s 
54 


v /45 c 54 . , 

- 5 X 10 3 

o— 

写出下列各曲线的渐屈线方程 (1611 〜 1615). 
【1611】拋物线 y = 2坤的渐屈线 • 

解 因为 


故曲率中心坐标为 


y ， 


\l+y 2 ) 


( 1 + 






I y + p 2 
p 


2px-\-p 2 

P 

1 +t 

y 


3x + /> 


多， 


e-p 


，y =- p\ 


即 
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吉米多维奇数学分桥习题金解 (3 I 


由抛物线方程有 

y 6 = ( 2 p ) 3 x \ 

所以渐屈线方程为 


(-/> 2 7 ) 2 = ( 2 /> 3 ). (^) 3 . 


整理得 27 内 2 = S ($- p )\ 


r _ Z 


116121 - + 


1 的渐屈线. 


解 

故曲率中心坐标为 


b l x ，，一 b 、 




yCl+y 2 ) 

y 


X 




6 4 


心 3 


Wy 2 +6 4 ^) _ 
a A b 2 — 


x 


( 


X a 


a z - b 2 


) 


a 1 


£i 

a A 


( c 2 = a 2 -6 2 ), 


: y + 


l 




: y 


y 


i+¥ : 

ay 

6 4 


a 2 y 




即 

于是 


=— ^ y 3 ( c z = a 2 — b 2 ) 
c 2 x 3 = a x ^ c 2 y z =- 6 4 rj . 

x 2 = eA^ y2 = bM f 

c *3 c 3 


代入椭圆方程，即得渐屈线方程为 
( 0 ^) 1 + (br/)^ = , 
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• 曲线相切、齒峯圆。翁屈线 



:二 章； 


其中 r 2 = y _6 2 , 这是一内摆线 

【1613】内摆线 J ^ 的渐 屈线. 


解 y = -{ xY ^ = i 


^ z y 


故曲率中心坐标为 


々 1 + 




(巧 


x 3 


I o 丄 4 

了 + 3j ： 3 y 3 , 






3^^(l + 5) 


= y + . 

于是 ?+7 = ^ + y + ^ y ^ +3^ ) 

= (:+ + 〆 ） (x^ — • 3^ + / + 3x^ y^ ) 

= (x3 +/ > 3 ， 

rj = (x — y) — 3j 3 (j*i — ) 

= ( x ^ — ) ( j : 吾 + x ^ + ;yi — 3^^ y ^ ) 

= u+-yh 3 ， 

因此 （ f +7)*+( e —7)! = ( x ^+^) 2 + ( x ^ -3^3 )2 

= 2(j**3 - {- yi) = 2a K 

这就是所未渐屈线方程,它仍是一内摆线. 


[16141 曳物线 


aln 


■的渐 


屈线 • 


解曳物线方程 

x = aln - v^=y 

两边对 I 求导数得 
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化简整理得 


a + v a 2 — y 


a 


—y 
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曲线相 切. 驻率圆，渐屈线 第二章一元函数的微分学 



② 


①屮②并除以2得 


从而得 rj = ach 

这就是所求的渐屈线方程,它是一悬链线. 

【1615】对数螺线 r = e - 的渐 屈线. 

解 对数螺线的极坐标方程化为直角坐标方程得 

4* ln ( x 2 + ： y 2 ) = \na + marctan 上, 

乙 x 

两边对 x 求导数得 

•r + yy ' = m { xy ， ~ y ) 

. 工 2 +厂 x 2 +y ’ 

即 ^ + yy ' = mixy ' — y ). 

由①式解得 

y f ^ ， 
mx — y 

①式两边再对 * r 求导，并化简得 


① 


所以，曲率中心的坐标为 

.. V(i + 


my 




设 


1 + v ' 

r - rT' = m 

y 

尽 + 寸 ，(p = arctan 




m l (x 2 +y) ，# = - 士， 
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4 - 


因此有 p = mr = ma • = rme m “ 

即 p = . 

这就是所求渐屈线的方程,它也是一对数螺线. 

【1616】证明:摆线 :r = ^(r — sin /) 9 y = a(l — cost) 的渐屈 
线仍然是一根摆线，仅仅是其位置和已知摆线不同. 


解 y 


asint 

a(l — cost) 


cot 


4土莩 


于是曲率中心坐标为 


-(1 + 




cot 


ait — sin/) + 


i( 1 +cot 2 f) 


a (/ + sin/) 


令 w 


4 a sin 






1 + cot: 


a(l — cos，）+ 


4a sin 1 


a (cos/ — 1). 


TC 得 


丌 “ +a(M — sinw ) ， 

— 2“ +a( 1 — cosw). 


这仍是一摆线，只是其位置与原摆线的位置不同. 


§15. 方程的近似解法 


1. 比例法(弦位法） 

如果函数 /(/ 在闭区间0，幻内是连续的且 /( a)/(W <0, 





15. 方程的近似解法丨第二章一元函数的微 分学篆 

当 a < «r < 6时， / Cr ) 关0,则方程 

fix ) =0, ① 

在区间 U ,6) 内有且仅有一个实根色取下值作为此根的第一近 
似值： 

xi = a +次 ， 

其中一 7^ W 6-a) ， 

然后把此方法用于函数 fU ) 在其两端异号的区间 ) 或 Cn ， 
b ) 中的那一区间，得到根 f 的第二近似值 ： r 2 . 以此类推，对于第 ;I 
次近似值 A ,下列公式是正 确的： 

Un _ el< UliAl 9 ② 

m 

其中饥 = inf |/ / (: r )|， 并且 

a<j<b 

\ imx „ = ^ 

2. 牛顿法(切线法） 

如果在闭区间上 fix ) 关0且 /( a )/( a ) > 0,则可取 

数值 

一 f 6, 

作为方程①的根 e 的第一近似值 

重复运用这一方法,很快就得出趋近于根$的一系列近似值 
= 1,2…），这些近似值的精确性可按照公式②来 估计. 

为了 粗略地 确定方程的根，最好作出函数 : y = fU ) 的 略图. 
运用比例法，求下列方程的根(精确到 0. 001). 

【1617】 x 3 -6 j : + 2 = 0. 

解 设/( I ) =1 3 — 61 + 2，则/(0：)在[0，1]上连续,/(0) 
= 2，/(1) =— 3,且当0<了<1 时，/ " Cr ) = 3/_6关0.因而 
所给方程在(0，1)内恰有一实根6.现求其近似值，以不表示此根 
的第 i 次近似值，则有 
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乂 




f (0) 


^ =0+51 /⑴-/(0) 
/(0,4) =—0.336, • 




故 


了2 


/( 0 ) 


/(0.4)—/(0) 


(0.4-0) = 0. 342 


/(0. 342) =-0.012, 


故 

由于 


^3 


尸(0) 


/(0. 342) -/(0) 
/(0. 340) =—0.001, 


(0. 342-0) = 0. 340. 


^1 =丨 /"⑴ I = 3. 

如果 取心作 6的近似值，则其误差为 

I 0. 340 - ^ 1 <0 . 00 1， 

mi 

已达到所需要的精确度，于是，所给方程的一近似根为 0. 340. 

乂/(2) = — 2，/(3) = 11•且当20<3时 / Cr ) 关0,故 
方程在(2,3)内恰有一实根 L 运用上面的方法可求得满足精度 
要求的各的近似值为 


$ 2 ^ 2. 262. 


再求第三个根，因为 /(—2) = 6,/(— 3) =— 7,故在(一 3, 
一 2) 内，方程恰有一 根石. 同样可求出色近似值为 

$3 2 - 602. 

隹 

【 1618 】 j： 4 — x — 1 = 0. 

解设 


f (工、= x ' — X — \. 

则 /( x )=4 x 3 -1, 

令 /( x ) =0, 

解得 x = 


当 一 oo o < 長时, / Cr ) < 0,故 fix ) 单调减少. 
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§ 15. 方程的近似解法 1 第二 章一元函数的微分学 I 

当_ < •! <十 OO 时，/^)〉0,故 fix ') 单调增加. 

而 [\m fix ) = lim fix ) =+ co ， 

屬卜含女 1 <0 ， 

故方程有两个根 ，一 个位于 (一 一 个位于 

由于/( I ) =-1,/(2) = 13,且当 1<』<2时， /' Cr ) 关0, 
故所给方程在 (1 ， 2) 内恰有一根色，按1617题的方法可求得满足 
精度要求的近似值 为色〜 1. 221. 

又 /(—1) = 1，/(0) =— 1，且当一 1< jt <0 时 / Cr ) 关 ()• 

故方程有(一 1，0)内恰有一实根石，同样可求得色的近似值为$2 
勿一 0. 724. 

【1619】 X — 0. lsiar = 2. 

解 设 f { x ) = x — 0. lsiar — 2, 

因为 /( x ) = l -0.1 cosx >0, 

故应在(一 + 00 ) 内严格单调增加，而 

lim f ( x ) =— oo , lim f ( x ) =+ co ， 

故原方程恰有一实根，又 

/(2) =—0. Lsin 2 =— 0.091， 

/( 警卜 0. 0237. 

故方程仅有的一实根位于应用比例法，可求得方程的根芒 

的近似值为 2. 087( 弧度). 

【 1620 】 cosx = j : 2 . 

• 解 设 /( O ：) = COSX - J ： 2 , 因为 /(— I ) = /(： T ) ，故若方程有 

一个根 f ， 则方程必有另一根&故我们只须考虑的情形，又 

f ( x ) =— siar — 2 x <C 0 (x > 0). 
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维奇数学分析习题全解 C ： 遽 _ 

故 fix ) 在(0,十⑺）内单调减少，而 

• /(0) = 1 〉 0, lim /(j) =—oo ， 

故原方程恰有一正根 6 又 

。9,/(1) =—0.46, 

故方程唯一的正根，1),利用1617题中的方法可求得芒的 

近似值为 f 〜 0.825. 

因此,所给方程的两个近似根为士 0. 825 

运用牛顿法，以指定的精确度求出以下方程 的根： 

# 

【1621】： r 2 ++ = l(Xr (精确到 10一 3 ). 

解曲线 y = * r 2 +$ 与: V =10* r 有两个交点，因此，所给方 

程有两个根，设 /(I) =2+^ — 10x, 则 

/(0.4) = 2. 41, /(0.5) =-0.75， 

且在[0.4,0.5]内 

/( x ) = 2 +多# 0,/(0.4)/(0.4) >0, 

故所给方程在 (0. 4,0. 5) 内恰有一实根，并可利用牛顿法求近似 
根，其切点取为 (0. 4 ，/((X 4)) .依次求得其各次近似值为 


. … f (0. 4) 

°- 4 7(^4) = 

= 0. 459 ， 


= 0. 459 

f (0. 459) 
f (0. 459) 

: 0.471, 

: r 3 = 0. 471 

AO. 471) — 
/(0. 471) 

: O. 472. 


而 /( x 3 ) = /(0. 472) =-0.013, 

m = inf I f ( x ) I = I / / (0. 5) | = 25 f 

0.4O<0.5 ' 
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is . 方程的近似解法^ MZM I 



分学! 


故 


^3 — 6 I < 


(0.472) | 


< 0. 001， 


故所给方程的一个近似根为 0. 472. 

现求第二近似根，由于/(10) = 0. 001. 故此根可能靠近10, 
而 /(9.9) =-0. 98. 而在 (9. 9,10) 内 / Gr ) 參0,故方程在 (9. 9, 
10) 内恰有一个根匕乂/(10)//(10) >0，/ Cr ) 声0,故应用牛顿 
法求近似根时，切点应选在(10，/(10))处，于是 


10 - 


Q QQQQ 

Yao ) y . 


而 m = inf I / ( x ) | = | / 7 (9. 9) 8, 

9. 9<a<10 

故 I A —右 I <0, 0001. 

• 汛 

因此，选取 A 作为 6 的近似值已达到精度要求.故原方程的另一 
根的近似值为色〜 9. 9999. 

【1622】 x\gx = 1 (精确到 10一 4 ). 

解设 /( I ) = Jr\gx — 1. 


则 


= ^十 1 
lnlO ， 


令 fix ) — 0,得 x = —. 

e 

故当 0< T < 丄时， /(： r )<0 


^< x <+ oo ,/( x ) >0, 


又 


/( 士)=丄 lg+ — 1 < 0, lim / Cr ) =+ 

V C / 0 X 


lim / O ) 


1 < 0 . 


故原方程只有一根且位于 d + oo ) 内，又/ (2 ._ 

=-0, 0002, /(2. 507) = 0- 0006,且当 2. 506 < z < 2. 507时， 
/ Cr ) > 0. 故方程的唯一根在 (2. 506,2. 507) 内，应用牛顿法，切 




点选在 (2. 507，/(2. 507)). 依次计算各次近似值得 

& = 2 - 507 -^^^ 2 - 5064 ' 

X 2 = 2. 5062， 

由于 /(2.5062) = 0.000013， 
m . = inf j f ( x ) I 

2 . 506 <^< 2 . 507 

=1 /(2. 506) 1= 0.83， 

故如果取 2. 5062 作为根的近似值，其误差为 

| 2. 50621< 1 /(2. 5062) j < Q< 0QQlf 

771 

已达到所需精度.故方程根的近似值为 2. 5062. 

# 

【1623】 cosx • clir = 1 (精确到 1(T 3 )( 对于正 根). 

解曲线 j = 与 y = ^有无穷多个交点，其中最小的 

三个正根，分别记为 a, 沁 y， 且 

警 < a <27 t ’27 r </3<^^’^^< y <47 r ， 

利用牛顿法可算得 a ^4. 7301,7^10. & 956. 

【1624】： r + e 7 = 0 (精确到 10- 5 ). 

解设 /Cr) =i + e' 

则 /(x) = 1+e 了 >0 ， /Cr) = >0 ， 

R lim/O) =+oo, lim f ( x ) =—oo， 

故方程有且只有一实根. 

由于 /(0) = l，/(—1) =--1<0, 

e 

故方程的唯一实根位于(一 1，0)内，应用牛顿法，切点应选在(0, 
1) 处，依次求得根的各次近似值为 

工 1=0_ 瑞 =_ ! =_0 . 5 ， 
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15. 方程的近似解法 第二章一元函数的微分学 


fM 



0. 567132 


0. 56631, 


Xi =— 0. 567145 


由于 U4 一化 U (二0^7145)1、 


(—0.567145) I 
l+e~ l 


1.96X KT 5 < 10—, 


故取 ？ =— a 567145,即可保证所需的精度 • 

【1625】 ith^r = 1 (精确到 KT 6 ). 

解在 itkr 中以一 x 代替 *r, 其值不变，故若方程有根 e， 则 
一 6也必为其根.因此，我们只须计论 x>0 的情况 


设 


/(aO = tKr- • 士， 

/(j) = dfc + i >a 

lim f { x ) =—oo, lim fioc ) =+co 


故方程有唯一的正实根.又 

/(I) =- 0. 2384，/(2)= 
所以方程唯一的正根(1，2).又 


0. 4640, 


/Cr) =_2jhx_ 3 <0 ( x >0) 


ch 3 x 


故应用牛顿法切点应选在 （1,/(1)) •应用牛顿法求各次近似根得 

4= 1. 168, x 2 - 1. 1989, x 3 = 1. 1996781. 

而 m = ^ | fx I = I / I = 0. 36， 

故 U 3 -gl< U (J3) 1 <10、 

m 


因而 f 〜 1. 1996781. 

于是可取士 1. 1996781为方程的近似根 • • 

【1626】求出方程 tanr = x 的前三个正根(精确到 0. 001 ). 
•解由 taar 及 y = x 的图形知，方程有无穷多个根，其 
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吉米多维奇数学分析习题全解(二 )I 


三个最小的正根 a , p ， y 满足 

/ 3tt 


27 T</?<^ ， 37 T<y< 孕 


:可求得它们的近似值分别为 


a ^ 4. 493, 卢义 7. 725,/^ 10. 9041. 

它们的求法只是利用牛顿迭代公式并估计误差.我们这里不将其 
计算列出来.有兴趣的同学可利用计算机编程来计算. 


【1627】求出方程 cotr 


X 


的两个正根（精确 


到 1( T 3 ). 


解由 《y = cotr 与 : y 


4的图形知方程有无穷多个根, 


其两个最小正根 a ，/? 满足 

Y <a<7T ， 誓 </?< 2 兀 . 

“ y 利用牛顿法可求得它们的近似值分别为 
a ^ 2. 0816，/3々 5. 9404. 

它们的求法只是利用牛顿迭代公式并估计误差.我们这里不将其 
计算列出来.有兴趣的同学可利用计算机编程来计算. 
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